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緒　　言

　「一様乱数の数理」を刊行してから 2年が過ぎ,その間に文中の多くの誤りについて御指
摘を頂きました. 詫間電波高専での 5年制御工学科の学生諸君への応用数学の 1テーマとし
て授業を行う中でも多くの誤植が発見され,さらに連結M系列乱数に関する Tausworthe,
或いは Lewis-Payneの方法と伏見-手塚の定理の重みに関する記述の重要な誤りの認識に
達しました. この結果は環瀬戸内応用数理研究集会 (2001年 6月)で報告されたところです
が,短く言うと連結M系列乱数を考えるには専ら伏見-手塚の定理に基づくべきなのです.
　視野を高専 5年生への授業のテーマに絞って振り返るならば,まず量として週 2時間 2/3

年ですべてを終える事は難しく,特に加算生成法についての Brentの判定条件の導出は,結
果の端的な判定条件の使用には特に困難はないのに比べて証明の面倒と実用上の興味の少
なさもあって,大きく端折らざるを得ないのが現実でしょう. しかしその様な限定を外し,
一般に 18才程度以上の学年でゆっくり沈潜して頂くべきものとして考えると,乱数問題が
「群」や「体」という代数系への導入の,僥倖とも言うべき適度の難易度,大きさ, · · ·を兼ね
備えた好個のテーマである事,さらに言えば加算生成法の議論や一般の線形漸化式の考察
が「環」の概念導入の必要への明澄な透視を与える事は殆ど不思議とも思われる程です.
この問題の重要さの確信は強まるばかり,さまざまな情報技術に関連した基礎数理の 1つと
してこれらの代数構造の理解の伝達が,数学的のみではなく工学応用への視野と興味とを
保った,いわゆる「応用数学」のテーマとして重要である事の痛感は深まるばかりです. こ
の事に 1人でも多くの方々の共感を頂く事が願われてなりません.
　この認識を自己の励みとして,再度多方面の御批判を仰ぐ様に努力を続けました. もちろ
ん前版から続けても未だ,この様な小冊子でさえ構成と文面の細部にまで目を届かせる事
の難しい自分の力に頭を垂れざるを得ません. ただ読者の御寛容と,御慧眼からの新たな御
叱正とを願って,はじめの言葉とします. (2001.8.18. 著者)
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まえおき

　この本はコンピュータ上での一様乱数生成に関係する数学構造の概観を演習型式で展開
する. 目指すのは最も容易な理解の伝達である;優れた端的な証明ではなかろうし,まして
や新しい論考でもない. 目的を「完全で理想的な,すべての使用目的に役立つ乱数生成機構
の知識を記そうとしている」と考えて貰っても困る. 含まれた具体的な話題は遥に慎まし
い. 目指す結論は, 1,2の明るい展望を除いて,高々どのような乱数機構を考えればそれがう
まくない,問題を含むか,についての見通しであり,また理想的な all purposeな乱数ルーチ
ンは存在しそうにもないというある意味で残念な悟りである. しかし全体を振り返って見
直す位置に立つ時,これらの工学的知識が小さくも無意味でもないと思われると信じる. そ
してまた,途上で触れられた数学構造から,我々の用いている「数」というものについて新
しい視野と興味とを発見されていれば,と深く願う.
　この本では理工系の基礎数学知識,我が国の現在までの常識で言うと極限や微分,積分,
特殊な関数,あるいは確率統計さえも特には求めない. 読み進むには 2次方程式や複素数,
そして行列の積や和,連立 1次方程式とその行列式演算による解法の簡単な知識で十分であ
る. しかしここに記された事柄が初等的だ,つまらない,と受け取って頂いては困ると大急
ぎで付言する. 述べる事ができた内容からは気恥かしいが,私たちは現代的な数学を僅かで
も垣間見るし,この様な理工系数学の世界の存在は現在強調しなければならないからでも
ある;実際ここで次々に現れる演算の中には難しくはないが余り見慣れない,風変わり,面
白いのに学校では全然教わらなかった,と感じられるものも多いだろう. 記述された内容を
十分に理解し,演算に慣れながら進む事は,理工参考書の常として,また特にこの事情から
も,読者の側の努力に委ねられなければならない. 何もしないで理解できる理工数学書とい
うものがあるなら,それはつまらない内容しか持てない. 問題の構造についての新しい視野
と理解とを得る道程は,幾何学の証明などで既知の通り,何にもまさる数学の喜び,楽しみ
である. 紙と鉛筆で試みて体得する努力は大いに払って頂きたい.
　コンピュータ上の乱数ルーチン開発の歴史は,歴史或いはドラマと言える程のものが実
際既にできていると思われるのだが,我々が数理,特に整数の数理に翻弄され続けた姿であ
る. その中で専門家も含む多くの人々の辛苦や悔し涙と共に得られた知識,陥りやすい幾つ
かの過ち (乱数問題では特に,過ち自体は恥ずべき何ものでもなく,認め正す勇気こそが大
切である)を避ける智恵,はこれからの強い力となるだろう. 少なくとも確信と共にコン
ピューターシミュレーションを行う助けとなり,もっと具体的には例えばシミュレーション
に基づいて仕事や研究を進める上で乱数の性質が問題なのではないか,という厄介な疑問
を生じた時にも自信を持って進み,さらに多くの問題で過信からの実際的危険を避ける事
を可能にするだろう. しかしこれらでもまだ小さな事ではある. 読者は何よりも,乱数に関
わる数理がどれも大変美しく面白い,という認識を共にして頂けると信じる.
　幾分数量的,数学的に話そう. 値 xが区間 0<=x<= 1で均等な確率を持つ1確率変数 xは一

1確率分布 (密度関数)f(x)の言葉を使えば「f(x) = 1である」事,即ち「範囲 0 <=u <=x<= u + ∆u <=1の値
が出現する確率が f(u)∆u = ∆uである」事が一様乱数 xの定義となる.
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様乱数 uniform random numberと呼ばれる. 一様乱数 xの独立な系列 x1, x2, · · ·,つまり
乱数 xjと xkの取る [0, 1]での値が異なる j, kでは全く関係がない,もっと正確には任意の
個数 lと番号の組 i1, i2, · · · , ilとに対してすべての変数を区間 [0, 1]上で考えた確率密度関
数が fl(xi1 , xi2 , · · · , xil) = 1であるものを一様独立乱数列と言う. 一様独立 (に近い,或いは
その様に「見える」)乱数列を発生する乱数機構は,現在のどんな小さなコンピュータ－上
にも,シミュレーションやゲームには欠かせないルーチン,関数として装着されている. 乱
数については容易に利用できるいくつかの教科書がある.1),2),3),4) これらは乱数生成の色々
な方法,それらの使い方や注意,結果の乱数列の確率統計的性質の検定の問題, (現在はパソ
コン上でさえ問題の緊迫度は幾分薄れたが)計算機上の生成速度等や必要とする記憶量等
をそれぞれ色々な重みで議論して,実用上大切な多くの情報,示唆を与えてくれる.
　しかし計算機上に,あるいはこれら文献の記述の中に使用目的に適したルーチンがない
事は多々ある. 例えば計算機組込み乱数より長い周期が必要な場合はごく普通に起きる. そ
うでなくても,組込み乱数の使用から問題が生じる事さえある. 昔の汎用計算機, IBMシス
テム 370上に置かれた RANDUという一様乱数ルーチン

xk = 65539xk−1, (mod 231)

即ち 65539× xk−1を計算し,それを 231で割った余りを xkとする方式2は,専門家の誤りか
ら,大変性質の悪いものである事が多くの usersのクレ－ムの後判明したという.3 そうとは
知らず,おかしな計算結果に悩まされた人々はクレ－ムを申立てた人々の何十倍にもなる
事だろう. 最近でも,多くの検定を passした「良い発生方法」からの相続く乱数にひそん
でいた相関がシミュレーションに大きな誤差を発生させてしまった例 5)もある. これらの
事を聞くと我々はなにを信じて頻繁に生じるシミュレーションの必要に対応すればよいの
か分らなくなる. 最良の道は自分の知識でいろんな乱数ルーチンを検討し直し,別の方法を
選択し,使用法を変更し (例えば shuffleする;但しこれが「高度な性質」をかえって悪化さ
せる事もあるからややこしい;終章参照),さらには新しく設計,作成する事だろうが,各人の
各仕事に忙しい時にゆったりと乱数の原理まで勉強しなおす余裕はなかろう,とは確信を
持って言える. 前もって教養,予備知識として,乱数発生の数理,原理の理解,或いは概観を
身につけて置く事の必要性を仕事の上で既に痛く思い知らされている読者も多いだろう.
　しかし残念な事に, Knuth2)を除いて我々の周りの文献にはこの数理メカニズムの解説は
殆どない. そして文献 2)を読み通して理解することは,少なくとも現在この本を手にしてお
られる大部分の読者にとって,大変難しい. 記述が我々の知識に最適と思われる参考文献 6)

はあるが,入手が大変困難である.4 実はこの数理の基本的な部分は,信号の符号化,誤り検
出や訂正等の通信情報的な問題の基礎分野と深い関係を持っていて,乱数発生の原理の理
解はこれらの重要な事柄の理解獲得の機会も与えているのである. しかし残念な事の第 2
にこの「数理」は,現在の所,普通我々が学ぶ事の少ない「代数学」や,難解な「(整)数論」
の深い山の中にある様に見えて (本当は違うのだが),数学のそれらの分野の専門家は別とし
て「乱数の使用者」が一人で取り付くには敷居が大変高い. 文献 1),3),4)での記述の少なさや
欠如はこの事の現れであり,また実際に文献 2)の各所を開いて見ればその「難しさ」はた

2一様乱数としては uk := xk/231を取る事になる.
3この RANDUの生成する系列 {xk}については 9xk − 6xk+1 + xk+2 = 0 (mod 231)の漸化式の存在が知

られている. これはすぐ後に問題として見られる.
4この古典文献 6) は,読者にもし機会があれば是非一読を勧める.
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ちまちに実感されよう. もう少し理解しやすく,乱数生成のいろいろなアイデアの歴史や基
礎数理に詳しい文献 6)でさえも,著者にとっての自明な知識であるためだろうが,我々が必
要とする基礎的な事柄についての記述は親切とは言えない.
　この本の目的はこれら基礎原理について,欠けているやさしい解説を補い構造を見通せ
る視野を準備する事にある. 幸い目指す数学知識は情報系の数学としての応用をますます
広げつつあって,それらを学ぶ事の大切さ,将来的な価値は疑いもない. さらに喜ばしい事
に,専門として情報数学を必要とはしてなくても試みに立ち入って見れば,理論全体の簡明
な体系,構造が少しの手の (即ち紙と鉛筆の)使用で意外な美しさと多くの驚き,楽しさと共
に見出されるだろう. 以下,できればあまり苦労をせずに「思考の散歩」としてこれらに共
に分け入ってみたい.
　歴史的な事項については文献 2),6)に詳しい. 論文なら以下の事はこれらの文献を引用す
るだけでも十分だが,入門書としては幾分の記述が理解のため適当である. 乱数実現の実際
手段としては真空管や放射線から生成される noiseなどが「物理乱数」の名で用いられた
事もあるらしい. しかし現在我々が乱数を用いるとしたら,得る事の容易さ, (計算)費用,速
度のどの点から見ても,計算機上のなんらかの整数算法の利用が例外のない実現手段にな
る. これらは上の物理乱数とは違って擬似乱数 pseudorandom numberと呼ばれる;その
乱数系列 {x0, x1, x2, · · · }では,良く知られている事だが,本当は xk−1から xkへの簡単な変
換規則があって,その予備知識なしにその規則を見つけるのは簡単ではないが規則を知っ
ている人にとってはでたらめとは言えないからである. これは乱数の出現系列の独立性を
少しまやかす事ではある.
　しかしこのような簡単な規則の存在はむしろ望ましい. それは特に乱数系列の再現性と
いう代えがたい利点を与える. シミュレーションの計算プログラムの debug5をしよう,計
算結果を比較しよう,と思うなら同じ乱数系列の再現が要求される. 勿論この再現はコン
ピュータの機種によらず (portable)に成り立たなければならない. この必要性は大変重要
なもので,実際,たとえ少々乱数としての性質が良くても再現性のない物理乱数を使う (従っ
て debugの殆ど不可能な)シミュレーションに計算費をかけて乗り出す事は「蛮勇」とし
か言えない. 当然我々はこのような擬似乱数 pseudorandom numberだけを考える.
　擬似乱数の発生にも歴史的には沢山のアイデア 1),2),3),4),6)が記され,現在も新たに提案さ
れている. これからも次々に新しい方法が発見されるだろう. ただ確実な事として,一般に
独立乱数系列発生法は,始めにも触れたように,まず 0<=u<=1の区間に一様に分布した一様
乱数の列 {uk; k = 0, 1, 2, · · · }の生成から出発するという事は言える. 他の色々な確率分布
の乱数はこの一様乱数からそれぞれ解析的な変換で得られるからである. 変換はある意味
で微積分学の応用で,それらにも目覚ましいアイデアは沢山あって多くの話題に事欠かな
いが,計算機上での変換計算が含む問題は少なく,必要な時に個々に理解するのにさほど困
難もない. 我々はそれは置いて,より大掛かりで体系的な努力が理解に求められる一様独立
的な乱数列,中でも「高精度乱数列」の高速生成方法に集中する.6

　独立性を少し忘れて一様分布だけを考えると,一様乱数を得るための現在の共通の戦術
は,大雑把に言って 0(或いは 1)から十分大きい整数m(又はm− 1)までの間のすべて (或い

5「虫」取り,計算プログラムの誤りの除去.
6乱数列の高精度は必ずしもその生成機構の推定の困難とはならない. 通信の大切な実際応用に関連して暗

号理論 7),8),9) からは乱数に高精度や高速生成とは異なる面から大きな問題提起がある. 以下これには殆ど立
ち入らないが,得られる理解は解読容易な乱数を避ける知識には深く関わる.
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は一定の間隔)の整数値を同じ回数,例えばそれぞれ必ず 1度しかもすべて 1度だけ,取る様
な系列 {x0, x1, x2, · · · }を作る事である. それがでたらめな順番 (正確には j �= kに対する xj

と xkが統計的に無関係,独立)に「見える」ように作れれば,それをmで割った
uk := xk/mとして一様且つ独立な乱数列の類似物 {u0, u1, u2, · · ·}が得られる事になる. こ
れは現在主として次の 4種類の方式に基づいて実現されている:
(a)線形合同法 linear congruential method:

xk = axk−1 + c, c �= 0 (mod m).

既に登場し,これから頻繁に用いる重要な記号 mod mは「mで割った剰余を取る」,「m
を法modulusとして考える」,「modulo m」という意味である.
(b)乗算合同法multiplicative congruential method:

xk = axk−1 (mod m).

形からはこれは線型合同法の c = 0の特別の場合だが,構造原理の違いが法m等によって
大きいので,以下では実際によく用いられる名前を与えて独立に扱う.
(c) M系列法 10),11),12):

xk = xk−i ⊕ xk−j , 0 < i < j.

ここで⊕は 2進表示桁毎のmod 2での和,即ち FORTRAN等での exclusive or,排他的論理
和XORであり,この方法は実現の仕方によって feedback-shift-register法等とも呼ばれる.
(d)加算生成法 additive generator (lagged Fibonacci法):

xk = xk−i + xk−j (mod m), 0 < i < j.

　 (a)で法mは十分大きい整数,他の場合共大体において 4バイト整数の最大値 232程度の
大きさに取られる. aと cは勿論m未満の「適当に (あるいはうまく,さらには正しく)」選
ばれた整数で,特に aは「乗数multiplier」と呼ばれる. 「うまく」取らなければならない
事は,例えば a = 1, c = 1としても x0 = 0, x1 = 1, x2 = 2, · · ·と 0からm− 1まで均等に取
るが,これではとても独立乱数列とは言えない事からも明らかである.
　 (b)ではmは大きい「素数 prime number」が好ましい. その場合の最長周期乗数 aの選
択には上の線形合同法の例えば a = 1, c = 1とは見掛けの大いに異なる構造7の理解が求め
られる,勿論方式 (b)も一枚岩ではなく, mを計算機の仕組に適したm = 2rの形8に取る事
もできるが,この場合最長周期条件はまた異なる機構に基づき,さらに出発値の選択に少し
注意がいる. 方法 (b)で法mを大きい素数 (従って奇数)に選ぶ事の 1つの利点は出発値
x0 �= 0の選び方が完全に自由になる所にある. 勿論利点ばかりではなく欠点もある事は後
に見られる. いずれにせよ高性能乱数生成方式を得るには「良い乗数 a」を必ず検定 (第 4
章)を経て選ばなければならない.
　 (c)では方式,即ち番号の lags(遅れ)i, jの選択と共に,線形漸化式の出発値 (初期条件)の
取り方がこの上なく重要な鍵となる事を我々は見る. 記号⊕は説明の通り整数の 2進表示

7しかし数学の広い見方からは,この 2つの構造はある対応で「同じ形 (同形)」と看做すことも行われる. 勿
論その同形を実現する対応 (離散対数)が複雑だからこの変換は trivialなものではない.

8整数 nをm = 2r で割った余りは nの 2進数表示の下 r桁で,それは例えば FORTRAN等の諸言語では
組み込み関数を用いて簡単に得られる. 特にm = 232の場合,計算機種によっては 232を越えた整数は自動的
に桁溢れとしてこの余りだけを取るので,さらに経済的に計算できる.
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での桁毎に

1 ⊕ 1 = 0 ⊕ 0 = 0,　　　 1 ⊕ 0 = 0 ⊕ 1 = 1

と計算する「排他的論理和XOR, exclusive or」である. FORTRAN等の言語ではこれはわ
ざわざ整数を 2進表示しなくても 2つの数の直接 2項演算として書けるので計算プログラ
ムの実現はたやすい. 取るべき遅れ i, jは「原始多項式」という概念で特徴付けられ,それ
に基づく乱数が Tausworthe10), Lewis-Payne11),等の研究を経て Fushimi-Tezuka12)によっ
て完成され,乱数生成方式の 1つの核心である. 我々は原始多項式とは何であるか,どうし
てそれが存在するかを知り,各方法の利点と難点を明確にする. 算法 xk−i ⊕ xk−jでは 2進表
現の下位の桁からの「繰り上がり」はない. この方法も複雑な発展を辿った. ある段階では
「性能が最悪, some of the worst of all generators」とまでも酷評された事もある 14)が,こ
れはもはや正鵠ではない. M系列法は原理的にも実際的にも大変優れた方法の 1つである
事が現在では伏見-手塚の優れた研究によって確立している.
　 (c)の⊕の代りに例えば繰り上がり carryのある通常の和+に取って加算乱数生成方式
(d)ができる. 一般に lagged Fibonacci法と呼ばれているこの方法は,特に経験的に計算量
costの点で優れたものである. ただ生成される乱数系列の性格については,得られた理論的
理解が (Knuth2)以来何年も経た現在でも)まだ少ない. 方法が実際的な幾つかの美点を持
つと今の所思われる,と言っても,例えば系列を起動するのに必要になる漸化式の出発 (初
期)値 {x0, x1, x2, · · · , xj−1}や遅れ i, jの取り方について,そしてそれから結果として得られ
る (例えばモンテカルロ計算の)精度について,シミュレーションに先立つ (先験的な)性能
の保証が困難で,他人からの推奨や know-howに頼らなければ確信をもって利用を進めに
くい事を意味する. 問題点を回避し,或いは改良し,目的精度に合った設計を得るためには
構造の見通しは欠かせない. それを自分或いは他人の経験に頼る事の危険はKnuth2)に様々
に述べられている通りで,これはこの方法に残る大きな困難である. しかし一方利用を退け
る強い理由とも言い切れない. もどかしい事だが,幸いこの状況は最近 Lüscher13)による大
きな改善を見た.
　議論は以下専ら上の (b)-(d)の 3方式について進められる; (a)は応用の主流から外れ,
(b)-(d)が実際的に現在の,そして展望される将来の乱数発生方法の殆どすべての原理を包
含するからである. 我々は抽象的な言葉よりはむしろ多くの例や問題解析を通してこれら
の認識に近付こうと思う. しかし方法全体の理論構造の先立つ見通しはやはり重要だから,
この場所で触れておこう.
　方法の数学的構造として,一見 (b)は (a)と近く, (c), (d)は (a)や (b)とは掛け離れて見え
る. 所が,ここが誠に面白いのだが,実は (b),特に素数の法の場合,と (c)は大変密接な親近
関係があって,それに比べて (a)はかなり遠い.具体的に言うとその場合の (b)は数学的には
「素数のm = pを法とする整数の作る体Zpに伴われる乗法群の巡回性」と言うものを基礎
とし, (c)は「体Z2 =: GF(2)の j次拡大体GF(2j)の乗法群の巡回性」という近い構造の上
に立つ. 我々はこれら「群」や「体」などの代数系の山々のふもとをゆったりと散策した
い. いや,山のように頂きに近付けば高く狭くなるというよりは大洋のように進むほどに水
平線がさらに彼方へ霞む世界だろうから,乱数生成という具体的な問題を櫂や帆への風に
してこれらの事柄へ舟出したい,内海の概観を得て,そこから多様な外海航路の見通しが得
られればと思う. 数学としては群 group,体 field,そして一部 (d)に関連して環 ring,という
ものが登場する.
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　まえおきの最後に,コンピュータ上の乱数生成という限定に伴われる方式の重大な要件
に触れよう. コンピュータ上では,整数は勿論実数であろうと,すべて有限の状態しか表す
事はできない. たとえば単精度実数は,言語や方式によらず,高々4バイト=32ビットに相当
する 232個の状態,従って同じ個数の数値 (通常 10進有効桁数で高々7程度の有限小数)しか
取れない. 乱数生成方式はすべて 1つ前の,或いは現在からの一定の遅れ (lag)j前までの系
列の状態で次の乱数が決定される. この j以前までの系列の状態の総数も高々有限の
(232)j = 232j個しかないから,結局コンピュータが生成する乱数系列は,たとえ実数に基づ
くどんな方式を用いようと,必ず有限回の発生後再び同一の初期状態を再現し,それ以後は
系列は以前と同じ道を辿る. コンピュータ上では乱数系列は必ず有限の周期を持つのであ
る. シミュレーションを行うには,だから,使用する乱数の周期を知りシミュレーションが
その周期を使い切る恐れがない事を先立って確かめなければならない. この点で実数に基
づく乱数発生方法は大変厄介である. 例えば logistic mapとして知られる変換9

xk = f(xk−1), f(x) := 4x(1 − x)

は 0<=x0 <=1の殆どすべての (正確には不変測度に関して測度 1の)出発値 x0に対してこの
区間を稠密に覆って動くエルゴ－ド的な非周期的な系列を生成する. しかし,それは無限の
桁数を持つ実数で考えての話である. 計算機上でこの方式をどの様に実現しようと,上に記
した通り有限個の状態しか取れず,有限のステップの後には同じ初期値,例えば x0が再現
し,必ず有限の周期が生じる.15)周期 T の存在は T が十分大きければ構わない. しかし具合
の悪い事に T は乱数系列の初期値 x0と計算機諸言語では明確には規定されない実数計算
での丸め方や打ち切り方,或いは桁あふれや桁落ちの捌き方にも依存する. 計算機を変えれ
ば同じ出発値でも異なった周期となる事は避けられない ;これは portabilityの欠如である.
だからシミュレーションを行うためには,乱数の出発値と計算機の機種毎に予めその周期
がいくらになるか,まず確かめて掛からなければならない. そんな暇は普通シミュレーショ
ンに際してはほぼ確実に存在しない. これは実用を不可能にする障害である. 計算機上の乱
数生成機構が整数演算に限定される理由を理解しよう;この限定によって,計算機種や言語
にもよらない再現性と,計算に先立つ周期の見通しが保証されるのである.
　整数の中だけでの演算は実数や複素数に比べて大変制限が強い. それにも関わらずなの
か当然と言うべきか,実数や複素数の自由だが特徴のない演算とは異なって,整数の算術で
はそれぞれの数が大変個性的な,それでいて一般性のある美しい性質を示す. この体験を
我々は貴重なものとして得る事になろう.

9既にも用いたが,下で f(x) := 4x(1 − x)はコロンの付いた側の f(x)を反対側の式で定義する,という意
味である. これからできるだけこの約束 (定義)に従う. なおこの変換で不変な 0 <=x<= 1上の分布密度関数,不
変測度,いわゆる定常分布,は一様分布ではなく一様乱数にするには滑らかな変数変換を経なければならない
が,これは実数変換に基づく乱数生成方式一般での周期問題 15) の本質を変えるものではない.
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1. 整数の合同算法
　
1.1. 法mの算法,合同算法

　算術の腕慣らしと問題の所在の見当付けのために暫く (b)の乗算合同法を軸に取る. 法m,
mod mの算法は「合同算法」と呼ばれる. この再定義から始めよう:

定義 1.1. 整数 x, yについて x− yがmで割り切れる事,即ち x − yがmの倍数である事を
「xと yはmを法 (modulus)として合同」と言い, x = y (mod m), x ≡ y (mod m) (Gauss
の記号),或いは単に x ≡ yと記す. (定義 1.1.終り)

　以下普通の四則演算の等式を=で, 合同は≡ (mod m)で, それぞれ示すが, 工学文献では
=だけとする傾向があり,混乱しなければ記法としては簡単なので最終的にはそちらに移行
する. 定義 1.1.と今まで用いた「mでの剰余」による定義との同値を確認しよう:

Corollary 1.2. 整数 x, x′について上の x ≡ x′ (mod m)と「xと x′とがmで割って等しい
余りを持つ」事とは同値である.
(証明) x = mq + r, x′ = mq′ + r′, 0<= r, r′<=m − 1とする; r(′) = x(′) − mq(′)とすれば明
らかなように q, q′は x, x′ をmで割った商 quotients, r, r′ は余り remainders,10 x − x′ =

m(q − q′) + (r− r′)である. ここで−m+ 1<= r − r′<=m− 1だから, x− x′がmで割り切れ
る事と r − r′ = 0,「mで割った余りが等しい事」,とは同値である. ■

　確かに,定義 1.1.の「法mでの合同」はmで割った余りによる整数全体のm個のクラス
への類別 (「同じクラスの元は同等,同一」とする)である.11 具体的な例, mod 7で考えよう.
整数の全体 0,±1,±2, · · ·はつぎの 7つのクラスに分かれる:

· · · , −14, −7, 0, 7, 14, · · · , 7k + 0 ≡ 0 (mod 7)

· · · , −13, −6, 1, 8, 15, · · · , 7k + 1 ≡ 1 (mod 7)

· · · , −12, −5, 2, 9, 16, · · · , 7k + 2 ≡ 2 (mod 7)

· · · , −11, −4, 3, 10, 17, · · · , 7k + 3 ≡ 3 (mod 7)

· · · , −10, −3, 4, 11, 18, · · · , 7k + 4 ≡ 4 (mod 7)

· · · , −9, −2, 5, 12, 19, · · · , 7k + 5 ≡ 5 (mod 7)

· · · , −8, −1, 6, 13, 20, · · · , 7k + 6 ≡ 6 (mod 7)

整数を 7で割った余りは集合 T = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}のものだけだから,上の「同値関係」の
代りに整数全体を T のものだけと看做し, mod 7(もっと一般にmod m)での加減乗法をそ
れらの間の新種算法とする見方も用いる事ができる. しかしこの後者の見方への限定はあま
り便利ではない. 乱数問題では多くの合同算法を駆使しなければならず,それには整数全体
の同値関係での類別というもっと柔軟 flexibleな立場の方が具合がよい. 実際そこで必要と
なる算法規則は簡明である:

10余り r, r′の定義は後にはもっと一般化して−m + 1<= r, r′ <=m − 1を満たす任意のもの,と取る事もある.
11数学的には法mでの合同 ≡が「同値関係」の 1つであり, (1) a ≡ a, (2) a ≡ bなら b ≡ a, (3) a ≡ bかつ

b ≡ cなら a ≡ c,が成り立つ事を付言すべきだが,これらは自明だろう.
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Lemma 1.3. 文字はすべて整数を表すとして:
(a) a ≡ a′, b ≡ b′ (mod m)ならば

a± b ≡ a′ ± b ≡ a± b′ ≡ a′ ± b′ (mod m),

ab ≡ a′b ≡ ab′ ≡ a′b′ (mod m).

(b)まとめれば,加減乗法での合同算法では任意の計算段階でどの整数をそれと合同なもの
で置き換えても結果は同じである.
(証明) (a) a ≡ a′ (mod m), b ≡ b′ (mod m)であるから

a− a′ = mr, a = a′ +mr; b− b′ = ms, b = b′ +ms

となる整数 r, sが存在する. 故に,例えば

a± b = (a′ +mr) ± b = a± (b′ +ms) = a′ ± b+ (mの倍数) = a± b′ + (mの倍数),

即ち a± b ≡ a′ ± b ≡ a± b′ (mod m). 他の合同式も同様に成り立つ. 積についても

ab = (a′ +mr)b = a′b+mrb = a′b+ (mの倍数) ≡ a′b (mod m).

他の合同式も同様.
(b)整数を表す文字ばかりでできた整式 P を計算するとしよう. P の中の任意の整数 a(aが
P に 2つ以上含まれるならその任意の 1つを取って考える)から見ればP = ba+ cの形, b, c
は整数,としてよい. だから上の通り a = a′ +mrとすれば

P = ba+ c = b(a′ +mr) + c = ba′ + c+ bmr ≡ ba′ + c (mod m).

即ち P の中の任意の整数 aをそれと合同な a′で置き換えても法mでは同じである. b, cの
中に残る他の aや他の整数についても同様だから命題は成り立つ. ■

　要約すれば,「法mの加減乗法の計算では,途中で出てくる数を法mで合同な任意のもの
に置き換えて計算を簡単にしてよい」のである. この簡単だが極めて有用な知識の 1つの重
要な果実を,計算機上の算術で大切な 2進計算への導入と共に得よう. 普通整数 nは 10進で
表現される. 例えば

2713 = 2 × 103 + 7 × 102 + 1 × 101 + 3 × 100

である. 2進では数字としては 0と 1しか用いず,数を 0, 1, 10, 11, 100, · · ·と数え上げる. 具
体例で言うと 1101001.01が 2進数なら,それを明確にする様に (1101001.01)2と記し次の数
を表す:

(1101001.01)2 := 1 × 26 + 1 × 25 + 1 × 23 + 1 × 20 + 1 × 2−2

= 64 + 32 + 8 + 1 +
1

4
= 105.25.

2進小数点の上の第 j桁は 2j−1の数を,小数点の下の第 j桁は 2−jを表す事に注意しよう. 10
進表示では 10が,そして 2進表示では 2が, それぞれ表現の基数 baseと呼ばれる. 上で 10
進, 2進について見たのと同様に,任意の基数 bを用いる b進数では一般に次が成り立つ:
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b進数の小数点の上或いは下の第 j桁はそれぞれ bj−1, b−jを表す.

　さて計算機内部では機構的に全ての数は 0,1の 2状態に基づいて表される事が多く,そこ
では正の整数の 2進表現が最も自然で,それに伴って負の整数の「補数表示」が導入される.
要点は計算機では整数に対して有限の桁数しか許容できない事の利用にある. 具体的に整数
nを 2進の 8桁迄, 0<=n < 28の範囲,を記憶できるが, n = 28になると n = 0としてしまう
(桁溢れの処理の 1つの)方式の計算機を考えよう. この計算機は整数を法m = 28で扱って
いる. 対応する演算設計では扱う正の整数 nを 0<=n < 27の 2進 7桁迄のものに制限して 8

桁の一番上のビット the most significant bitが 0の時は正の整数を表すと約束する. また一
般に 1<=n < 27を満たす正の整数 nに対して12

(1) nの各ビット 0, 1を反転した「(法 28での)1の補数 n′ := (11111111)2 − n」と,
(2)「(法 28での)2の補数 n′′ := n′ + 1」とを定義し,

負の数−nは計算機内では nの 2の補数 n′′として (レジスターと呼ばれる記憶装置に)格納
する. −nを表す 1の補数 n′或いは 2の補数 n′′は 2進 8桁で共に先頭ビットは必ず 1で,こ
れが負数である事の旗印になる. 正の整数 nの補数で負の数−nを保持する事の有利さは次
の問題から理解される:

問題 1.4. 一般に法 2r(の計算機内)で, 整数mから正の整数 1<=n < 2r−1を引く事はmに
「(法 2rでの)nの 2の補数 n′′を加えて」実現され,また任意の整数mに−nを掛けた結果は
法 2rではmに nの 2の補数 n′′を掛けて正しく得られる. これらを示せ.
(証明)法 2rで表される最大の正の整数N = 2r − 1 = (111 · · ·1)2を取る; ここで (　)内の
1は r個続く. 1<=n < 2r−1を満たす整数 nは 2進 r − 1桁以下で表せるからそうすると,
N + 1− n = {(111 · · ·1)2 − n}+ 1は「(法 2rでの)nの 2の補数 n′′そのもの」である. さて,
N + 1 = 2rは法 2rでは加減乗法 (の計算の任意の段階)で無視してよい;我々の得た表記法
では−n ≡ n′′ (mod 2r)である. 故に

m− n ≡ m+ n′′ (mod 2r), m× (−n) ≡ mn′′ (mod 2r). ■

1.2. 合同算法と整数係数多項式

　数の合同算法自体は前節の結果から簡明だが,計算の構造や結果を見通す上では我々が早
くから学び上でも 1部分で使った様に「数に代る」文字を使って「代数的に」考える事が
重要になる. 基本的には事柄はごく単純に見えて,前節の結果から次が成立する:

Corollary 1.5. f(x, y, z, · · ·)は文字 x, y, z, · · ·の整数係数多項式, mは正の整数とする. 法m

で a ≡ a′, b ≡ b′, c ≡ c′, · · ·なら次が成り立つ:

f(a, b, c, · · ·) ≡ f(a′, b′, c′, · · ·) (mod m).

即ち法mでは, 整数係数多項式の整数値変数での値はその計算の任意の段階で任意の変数
や係数をそれぞれに合同な他の整数で置き換えても同じ結果になる. ■

　しかし意外にも,これらに基づく代数計算では我々の「常識」からかけ離れた事態はごく

12ここでは正の整数だけをある法の下で考えているが,整数 nの補数の定義は正の整数 nに,或いは特定の
法の下に限るものではない.
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普通に生じる. 詳しく考えよう.
　まず法mでの算術を考える. 法mで ab �≡ 0なら a �≡ 0かつ b �≡ 0である事, その対偶
として a或いは b ≡ 0 (mod m)なら ab ≡ 0はどんな法mについても常に成り立つ. これ
は「mの倍数かどうか」を考えれば容易に見られる. しかしこれらの逆命題は必ずしも正
しくはない. 例えば m = 6を法とすると, 2や 3は 0と合同ではない (6の倍数ではない)が
2 × 3 = 6 ≡ 0;「xy ≡ 0なら x又は y ≡ 0」も対偶の「x �≡ 0かつ y �≡ 0なら xy �≡ 0」も一
般には成り立たない. だから法mが「素数」の場合の事態の簡単化は特筆しなければなら
ない:

Lemma 1.6. 整数m>= 2が自明な 1とm以外に約数を持たないとき素数 primeと呼ぶ. 素
数に 1は含めない. 素数 pを法とすると次が保証される:
(a) ab ≡ 0なら, a ≡ 0或いは b ≡ 0である.
(b) a �≡ 0且つ b �≡ 0なら, ab �≡ 0である.
(c) ab ≡ acで a �≡ 0なら b ≡ cである. 即ち a �≡ 0での除法が可能である.
(証明) (a) ab ≡ 0,言い換えると abが pの倍数なら,素数 pは 2つ以上の因数に分けられない
から, aまたは bが pの倍数,即ち a ≡ 0或いは b ≡ 0.
(b)上の (a)の対偶として a �≡ 0かつ b �≡ 0なら ab �≡ 0. これは直接にも「aも bも素因数 p

を含まなければ abは素数 pの倍数ではあり得ない」と考えても納得される.
(c) a(b− c) ≡ 0なら, (a)によって a ≡ 0あるいは b− c ≡ 0だが, a �≡ 0なので b− c ≡ 0即
ち b ≡ cでなければならない. ■

　この様に, 法mが素数の場合と合成数の場合とでは算術演算の結果に非常に大きな隔た
りがあり得る. これは定義された合同算法の与える数体系が「体」というものになるか,そ
れともそれほど性質の良くはない「環」にとどまるかという違いから生じると後に把握さ
れるけれど,この段階でその様な道具立てを持出すのは必要でも得策でもない. ただ,この差
異を認識し,そして各時点での命題がどちらに関するものか,を常に明確に意識して進む事
は大切なので,以下では可能な限り素数の法の場合には上と同様に「法 p」の用語を,その限
定がない場合には「法m」の表記を当てる事にする.
　整数係数の多項式 f(z)に向かう. 変数 zが整数の場合の f の値の法mでの合同算法の目
的からは次の定義は必然である:

定義 1.7. (a)整数係数の多項式 f(z), g(z)はすべての係数が法mで等しい時「法mで合同,
f(z)≡g(z) (mod m)」と言う. 言い換えると, f(z)≡g(z) (mod m)とは差 f(z) − g(z)のす
べての次数の zの係数が法mで 0に合同な事で定義され,それは f(z) − g(z)≡ 0 (mod m)

とも記される.
(b)特に整数係数多項式 f(z)の係数は法mで 0ではないものだけを考え, 0ではない係数を
持つ zjの jの最大値を「f(z)の法mでの次数 deg{f(z)}」と定義する. (定義 1.7.終り)

　しかしこの定義下で,一般の法mでの数を係数とする多項式では奇妙な (と見える,実は
こちらの方が一般の)事が起きる:

例 1.8. 法 8では整数全体は {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}で代表される. これらの 2乗を計算すると

02 = 0, 12 = 1, 22 = 4, 32 ≡ 1,

42 ≡ 0, 52 ≡ 1, 62 ≡ 4, 72 ≡ 1.
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だから法 8では 2次方程式 z2 − 1 = 0の解が 4つある. これはまた 2次式 z2 − 1が法 8で次
の 2通りの因数分解:

z2 − 1 ≡ (z − 1)(z − 7) = z2 − 8z + 7

　　 ≡ (z − 3)(z − 5) = z2 − 8z + 15 (mod 8)

を持つ事を意味する. 2通り所ではない;次の成立も容易に見られる:

z2 − 1 ≡ (3z − 1)(3z − 7) ≡ (5z − 3)(5z − 5) ≡ · · · (mod 8).

素数でない法で係数を考えると整式は因数分解の一意性を保証されない. これは代数方程式
の解の中に多項式の 1つの因数分解で各因数を 0にはしないのものもあり得る事に対応す
る. 上の例で言えば,因数分解 (z − 1)(z − 7) = 0には z − 1 = 2, z − 7 = 4即ち z = 3,或い
は z − 1＝ 4, z − 7 = 6即ち z = 5の解もある,という複雑さになる. (例 1.8.終り)

例 1.9. 法 6では 1と 5だけが (法の数 6とは共通因数を持たず)それぞれ逆数 (掛け合わせて
法 6で 1になる数)1−1 = 1, 5−1 = 5を持ち,従って例えば 5a ≡ 5bなら 5(a− b) ≡ 0, a− b ≡
5−10 = 0で a ≡ bでなければならない. 一方 2,3,4には掛け合わせて 0になる奇妙な相手,そ
れぞれ 3,2,3,がある. だから例えば 2a ≡ 2(a+ 3)の様な事が起き,次も成り立つ:

2z2 + 2z + 2 ≡ (2z − 2)(z + 2) ≡ (2z − 2)(4z + 5) (mod 6).

言い換えると,法 6の計算では 2z2 + 2z + 2を 2z − 2 ≡ 2z + 4で割るとき,法 6の意味でも
商は一意ではない. また, z2 + z + 1は 2z − 2では割る事ができない. (例 1.9.終り)

　素数の法 pではこの様な事は起きない;整数係数の多項式の因数分解は係数の法 pでの合
同の意味でただ一通り,一意である. 上の例が示す様にこれは決して自明ではなく証明によ
る確認が強く求められる. 少しだけ一般化した次の事柄から始めよう.

Corollary 1.10. 任意の整数m > 0を法として,整数係数の n次多項式 f(z)と z − a, aも整
数,を考えれば,次の「除法の等式」が成り立つ:

f(z) ≡ (z − a)q(z) + r (mod m).

ここで整数係数 n− 1次多項式の商 q(z)と 0次の定数の余り rは法mで一意である.
(証明)割る z − aの zの係数が 1だから,任意の整数の法mでも,例えば f(z)の最高次項を
cznで c �≡ 0, n>=1とすれば, f(z)−czn−1(z − a)は必ず n − 1次以下の整数係数多項式にな
る. 割られる式の次数を低下させる様に「商」として立てる n − 1次の czn−1の係数 c �≡ 0

は法mの意味で一意である. これで以下, z − aによる割り算は普通の実数や複素数の場合
と同様に法mの整数係数の範囲でただ 1通りに進む. 商の係数として法mで同値な数をど
う選ぼうと, その選択は係数の加減乗法で順次定まる他の係数や最後の余りには「法mの
意味で」影響を与えない; 整数の加減乗法では法mでの還元を計算のどの段階で取っても
結果には影響しないからである. 言葉では見えにくいから法 8の例で考えよう.

3z + 1

z − 2 ) 3z2 + 3z + 1 · · · f(z)

3z2 − 6z · · · 3z × (z − 2)

z + 1 · · · f(z) − 3z × (z − 2)

z − 2 · · · 1 × (z − 2)

3 · · · f(z) − (3z + 1) × (z − 2)
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このように,整数係数の割り算は割る 1次式 z − aより低次の定数 rが残る段階までただ一
通りに進み,余りの表現 r = f(z) −商× (z − a)が得られる. 即ち除法の等式が法mで一意
な整数係数多項式である商 q(z)と整数の余り rの間に成り立つ. ■

　上の事柄の成立には割る式が z − aである事,より一般には「最高次の係数が 1の整数係
数多項式である事が本質である. この「f(z)の最高次の係数が 1」を特別に「f(z)はモニッ
クmonicである」と言い表す. Corollary 1.10は馴染み深い 2つの命題を与える:

Corollary 1.11. (任意の整数の法mでの剰余の定理)任意の整数の法mで整数係数多項式
f(z)を z − a (aも整数)で割った余り r(定数, 0次式)は r≡f(a) (mod m)である.
(証明) Corollary 1.10の割り算の等式で z=aとすればよい. ■

Corollary 1.12. (任意の整数の法mでの因数定理)任意の整数の法mで整数係数多項式 f(z)

が z − a(aも整数)で割り切れる必要十分条件は f(a)≡0 (mod m)である.
(証明)剰余の定理から明らか. ■

　整数係数多項式 f(z)が法mで 2つ以上,それぞれ 1次以上の整数係数多項式の積に分解
される時 f(z)は「法mで可約,約分 (因数分解)可能」と言い,その様に分解されない時「法
mで既約, 約分 (因数分解)不可能」と言う. さあ,法を素数 pに限って整式の合同算法での
因数分解の次の意味の一意性を見よう.

定理 1.13. 素数の法 pで n次の整数係数代数方程式 f(z) ≡ 0の整数解は,解の重複度を数え
ても法 pの意味で高々n個である.
(証明) f(z) ≡ 0の整数解 z ≡ aは上の因数定理Corollary 1.11によって f(z) ≡(z − a)g(z),

deg{g(z)}=n− 1を与える. 同様に g(z) ≡ 0の整数解 x ≡ bは g(z)にも 1次因数 z − bを与
え, f(z) ≡ (z − a)(z − b)h(z), deg{h(z)} = n− 2が成り立つ. 以下同様に繰返して f(z) ≡ 0

のm個の解の 1組 {a, b, · · · , e}(これらの中には重解に相当して同じものがあるかもしれな
い)があるm<=nに対して存在して,因数分解を次の形まで進める事ができる:

f(z) ≡ (z − a)(z − b)· · ·(z − e)k(z). (1.1)

k(z)は整数根を持たない整数係数多項式13か,或いは定数である. ここまでは法が素数でな
くてもよいが法 pが素数である事はさらにm個の {a, b, · · · , e}以外の解は存在しないと保
証する. 背理法で示そう. 仮に法 pで {a, b, · · · , e}とは異なる f(z) ≡ 0の整数解 a′があると
すれば,

0 ≡ f(a′) ≡ (a′ − a)(a′ − b)· · ·(a′ − e)k(a′)

が成り立つが,右辺は素数の法 pで 0に合同ではない因数の積として 0に合同ではあり得ず,
矛盾である. 素数の法 pでは n次整数係数多項式の根は n個以下でなければならない. ■

　一般に素数の法 pでは整数係数多項式の既約因数分解は第 8.1.節で説明される様に一意
である.16),17),18) この事を使えば上の定理は遙かに透徹し,証明も簡潔透明になる. これは下
の Lemma 1.14.(c)についても同様である. しかし事柄は少し大掛かりな準備を要するので,

13k(z)は法 pの範囲でもはや因数分解できない整数係数多項式 (法 pで既約な 2次以上の整式)あるいはそ
れらの積である. 法が素数でなければ k(z)としては 1次式もあり得る;例えば偶数の法での k(z) = 2z + 1等.
素数でない法では事柄はややこしい ! しかし素数の法 pでは整数係数 1次方程式 az + b ≡ 0, a �≡ 0, (mod p)
は必ず整数解 z ≡ −a−1bを持つので k(z)に 1次の場合はない (次章参照).
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ここでは初等性を優先し一般性は後に回して上の限定の強い結論や下の少し冗長な証明で
止め,いくつかの有用な結果を付加して次へ移る.

Lemma 1.14. モニックな n次 (n>=2)の整数係数多項式

f(z) = zn + b1z
n−1 + b2z

n−2 + · · · + bn

を考える.
(a) f(z)が整数の範囲で因数分解可能なら,任意の整数の法m > 0でも可約である.
(b) f(z)がある整数m > 0を法として既約なら,整数Zの範囲でも f(z)は既約である.
(c) (アイゼンシュタイン Eisenstein)係数 bi, (1<= i <=n)がすべて素数 pで割り切れ,しかも
定数項 bnが p2では割り切れなければ, f(z)は整数係数で既約である.
(証明) (a)整数係数多項式 f(z)が 2つの整数係数多項式 g(z)と h(z)の積に因数分解される
なら, f(z)の最高次係数が 1だから g(z)と h(z)もモニックで任意の整数の法mで考えて
f(z), g(z), h(z)は 1次以上である. 法mでの整数係数の算出は整数で普通に計算して最後に
法mを考えてよかった. だから因数分解 f(z) = g(z)h(z)は法mの意味でも成り立ち, f(z)

はすべての法mで可約である.
(b)上の (a)の対偶である.
(c) 係数に対する仮定から f(z) = zn (mod p)である. 背理法を使い, 矛盾を導く様に
f(z)の整数の範囲での可約性, 2つの 1次以上の整数係数多項式 g(z), h(z)による因数分解
f(z) = g(z)h(z)を仮定すると, g(z), h(z)はモニックで法 pでも zn = g(z)h(z) (mod p)と
なる. 故に g(z) = zj + · · ·+ α, h(z) = zn−j + · · ·+ βの形であり, f(z) = g(z)h(z)の定数項
は αβ = 0 (mod p)だが, 素数 pの 2乗はこの項を割り切れず α又は βの一方だけが pの
倍数である. 一般性を失う事なく pは βの方を割り切り αは pを含まないとしてよい. する
と h(z) = zn−j + · · ·+ γz (mod p)で, f(z) = g(z)h(z)の法 pでの最低次項は αγzである.
これは法 pで 0, αは pでは割り切れないから γが pを含む. この議論は続き,最後に αzn−j

が積 f(z) = g(z)h(z)の法 pでの最低次の, しかも法 pで 0ではない項として残る. これは
f(z) �≡ zn (mod p)となる矛盾であり, 可約性 f(z) = g(z)h(z)の仮定から生じたもので,
f(z)は整数係数で可約ではあり得ず既約である. ■

問題 1.15. 整式 f(z) = z3 +311z2+6728z+58343, g(z) = z6−3z5 +12z4+36z2−102z+312

は整数係数で既約かどうか判定しなさい.
(解)素数の法 2で考えると f(z) ≡ z3 + z2 + 1で計算してよい. f(z)はモニックな 3次式だ
から,法 2の整数係数で因数を持つとすれば必ず 1次因数 z − aを整数 a∈Z2に対して含み
f(a) ≡ 0 (mod 2)のはずである. しかし f(0) ≡ 1, f(1) ≡ 3 ≡ 1はすべて 0ではないから
Z2で f(z)は既約で, Lemma1.14.(b)によって f(z)は整数係数でも既約である.
　 g(z)はその 5次以下の係数は素数 p = 3の倍数だが定数項 312は p2 = 9で割り切れない.
故にアイゼンシュタインの判定で g(z)は整数係数で既約である. (問題 1.15終り)

1.3. 演習問題

　定義や命題の確実な理解,そして次に待つ構造の概観を得るためにいくつかの演習を経由
する. 主文中に問題を置くことは記述の連続や緊迫を幾分損なうが,節の終りのひとまとめ
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の問題と本文の間を往復するよりは理解の進みが滑らかと思われるので,我々は演習問題を
議論の展開の中に置くことを避けない.

問題 1.16. (a)任意の数は 2進数として表示できる. 365を 2進表示せよ.
(b) 0.2を 2進表示せよ.
(c) 365 ÷ 26を 2進表示せよ.
(d)一般にある数の 2nでの乗除は 2進表示のどの様な操作になるか.
(e) 16進表示では例えば

10 = (a)16, 11 = (b)16, 12 = (c)16, 13 = (d)16, 14 = (e)16, 15 = (f)16

と表す事はよく知られている. 46538.3を 16進表示せよ.
(解) (a) 365 ÷ 2 = 182余り 1の関係は, 365 = 182 × 2 + 1 = 1 × 20 + (21 以上)を意味する
から,この 2での割り算を縦に繰り返し,各段階での余りを右に書けば,次が得られる:

2 )365 · · · 1 × 20

2 )182 · · · 0 × 21

2 )91 · · · 1 × 22

2 )45 · · · 1 × 23

2 )22 · · · 0 × 24

2 )11 · · · 1 × 25

2 )5 · · · 1 × 26

2 )2 · · · 0 × 27

2 )1 · · · 1 × 28

0

勿論,普通はこの最後の 0を立てる部分は記さない. 結果は

365 = 1 × 28 + 0 × 27 + 1 × 26 + 1 × 25 + 0 × 24 + 1 × 23 + 1 × 22 + 0 × 21 + 1 × 20

=(101101101)2.

最後の表現は縦組み割り算の余りの列を下から上に記して得られる.
(b)自明な 0.2 × 2 = 0.4, 0.4 × 2 = 0.8, 0.8 × 2 = 1.6, 0 .6 × 2 = 1.2, · · ·は次を意味する:

0.2 = 0.2 × 2 × 2−1 = 0.4 × 2−1 = 0 × 2−1 + 0.8 × 2−2

=0 × 2−1 + 0 × 2−2 + 1.6 × 2−3

=0 × 2−1 + 0 × 2−2 + 1 × 2−3 + 1.2 × 2−4

= · · · · · · · · · .

つまり小数点以下の数の 2進表示は 2倍 2倍を続け,出てくる整数部分 (0または 1)を 0.以
下並べれば良い. もし同じ小数が再び出ればそこまでの 0, 1の並びが循環する. 答は

0.2 = (0.0011 0011 0011 · · ·)2 = (0.0̇011̇)2.

これは「小数点以下の数への 2の縦組みに記した掛け算」で次の様に計算される:
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2× 0.2 · · · 0 × 20

0.4 · · · 0 × 2−1

0.8 · · · 0 × 2−2

1.6 · · · 1 × 2−3

1.2 · · · 1 × 2−4

0.4 · · · 0 × 2−5

0.8 · · · 0 × 2−6

1.6 · · · 1 × 2−7

1.2 · · · 1 × 2−8

· · · · · · · · · .
即ち 2倍 2倍して得られる小数点以上の数 (0または 1)を右に書き,それらを上から順に取
れば 2進の小数点以下が得られる.
(c)上の問 (a)から

365 ÷ 26 = 1 × 22 + 0 × 21 + 1 × 20 + 1 × 2−1 + 0 × 2−2

+1 × 2−3 + 1 × 2−4 + 0 × 2−5 + 1 × 2−6

= (101.101101)2.

(d)一般に 2nを掛けると 2進表示の小数点が n桁下がる (右に移動する;数自体は左へ移動
shift to the leftする). 2−nを掛けると (2nで割ると)小数点は n桁上る,或いは左移動 (数自
体は右移動 shift to the right)する.
(e) 2進表示同様に,整数部分は 16による縦組み割り算を下の様に行い,各段階の余りを右に
書き出して次の手続きで得られる:

16 ) 46583 · · · 10 = (a)16 ×160

16 ) 2908 · · · 12 = (c)16 ×161

16 ) 181 · · · (5)16 ×162

16 ) 11 · · · 11 = (b)16 ×163

0

46538 = 11 × 163 + 5 × 162 + 12 × 161 + 10 × 160

=(b5ca)16.

0.3についても 2進の場合と同じ事で,小数部分の 16倍を繰返せばよい:

16× 0.3 · · · 0 × 160

4.8 · · · 4 × 16−1

12.8 · · · 12 × 16−2

12.8 · · · 12 × 16−3

· · · · · · · · ·,
即ち 0.3 = (0.4ccc · · ·)16 = (0.4ċ)16. まとめて 46538.3 = (b5ca.4ċ)16. (問題 1.16. 終り)

問題 1.17. 整数 p, n>=2に対し pn − 1が素数になるためには, p = 2かつ nが素数である事が
必要だが十分ではない. これを示せ.
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(証明) pn−1 = (p−1)(pn−1+pn−2+· · ·+1)だからこれが素数であるためにはp−1 = 1, p = 2

が必要である. 2n − 1の形の素数をメルセンヌMersenne(素)数と,その指数 nをメルセン
ヌ指数Mersenne exponentと言う. 指数 nが合成数で n = jk, j, k >= 2なら

2jk − 1 = (2j)k − 1 = (2j − 1){(2j)k−1 + (2j)k−2 + · · ·}
と因数分解されて 2n − 1は素数にはなれないから nが素数である事も必要だが, 素数 nは
必ずしもMersenne指数ではない. 簡単な反例は 211 − 1 = 2047 = 23 × 89. ■

問題 1.18. IBM370システムでは法m = 231(= 2147483648)に取った乗数 a = 65539の乗
算合同法 xk+1 = axk (即ち xk = akx0 mod 231)が一様乱数ルーチンとして用いられた. 暫
くの使用の後に乗数 aが a = 216 + 3の関係を満たす事が発見されたと言う. この関係から
a2 − 6a+ 9 ≡ 0 (mod 231)が成り立ち,系列 {xk}は漸化式

xk+2 − 6xk+1 + 9xk ≡ 0 (mod 231)

に従う事を導け. これは乱数系列として大変好ましくないが,問題の感知の難しさも身につ
まされる事ではある.
(証明) 216 = 1024 × 64 = 65536,故に a = 216 + 3. これから

a2 − 6a+ 9 = (a− 3)2 = (216)2 = 232 ≡ 0 (mod 231).

故に xk+2 − 6xk+1 + 9xk = xk × (a2 − 6a+ 9) = 232xk ≡ 0 (mod 231). ■

　次の問題 1.19.(a),(b)は初等的だが,乱数の乗算合同法の基礎として是非とも 1度自ら手を
動かして計算されるよう要請する.

問題 1.19.(a) 任意の整数は法 7の乗法に関して集合 T = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}の元で代表され
る. T の元 x, yの積 xyの結果を 7を法として (7で割った余りを取って)再び T の元で表す
乗法を考える. この乗法表 (乗積表)を作れ. また 0ではない xについて, xy ≡ 1 (mod 7)と
なる yを xの法 7での逆元,逆数と呼び x−1と記す. 各 xの逆元も求めて表に記入せよ.
(解) x\y 0 1 2 3 4 5 6 x−1

0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6 1
2 0 2 4 6 1 3 5 4
3 0 3 6 2 5 1 4 5
4 0 4 1 5 2 6 3 2
5 0 5 3 1 6 4 2 3
6 0 6 5 4 3 2 1 6

7で割って余りを取る計算自体は簡単だから困難は少ないが,結果の次の点は注目に値する.
(i)上の表で 0以外の数 xに対する行, 0を除く yに対する列はすべて, 1から 6までの数の並
べ変えになっていて,同じ数は出ていない. 特に各 xに対して xy = 1となる yはただ 1つ必
ず存在し,同様に各 yに対して xy = 1となる xも一意に必ず存在して逆元は確定する. この
構造の理由は次の章で理解されるだろう.
(ii) x = 6の行の規則性は 6 ≡ −1 (mod 7)で−1を掛けるのと同じと気付けば明快で,関係
6−1 ≡ 6 (mod 7)も理解される. (問題 1.19.(a)終り)
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問題 1.19.(b)同じ法 7での乗法に関して,集合 T ∗ = {1, 2, 3, 4, 5, 6} := T − {0}を定義する.
T ∗の各元 xの羃 (べき)乗 xn (mod 7), (n = 1, 2, · · · , 6)を計算して羃乗表を作れ.
(解) x\n 1 2 3 4 5 6 原始根

1 1 1 1 1 1 1
2 2 4 1 2 4 1
3 3 2 6 4 5 1 ©
4 4 2 1 4 2 1
5 5 4 6 2 3 1 ©
6 6 1 6 1 6 1

上では xnを計算してから 7で割って余りを取る必要はない;計算のどの段階で法 7で簡約
してもよい (Lemma 1.3(b))のだから,直前の 1<=xn−1<=6の結果に xを掛けて xnを求めれ
ば十分である. (問題 1.19.(b)終り)

　羃乗表では次の点に注目する.
(i) すべての xが上の表で x6 ≡ 1を与えるから, このあと n>=7に対する羃乗は n − 6 =

1, 2, · · · , 6; n− 2 × 6 = 1, 2, · · ·の結果,即ち法 6で nを 0, 1, · · · , 5に還元した計算での結果
の繰返しになる. 言い換えると T ∗の任意の数 aが法 7で作る羃乗の数列では 6は必ず周期
の 1つである. すべての x ∈ T ∗が x6 ≡ 1 (mod 7)を与える事はフェルマ－ Fermatの小定
理と呼ばれる. まもなくこの証明を我々は見る.
(ii) T ∗の数 xの中には x = 3, 5の様に 7− 1 = 6乗して初めて 1に合同になるもの,即ち羃乗
数列 {xk (mod 7)|k = 0, 1, 2, · · ·}の (最短)周期が実際に 7− 1 = 6であるものがある. これ
らは法 7での原始根 primitive rootと呼ばれ,羃乗表の右端に©を付けて示してある. 原始
根でない xは 6乗以前に 1に合同になり,その羃乗数列の法 7での周期は 6より小さい. 一
般に素数の法 pでの羃乗数列の周期は p− 1の約数 (今の場合 6の約数 1,2,3,6)に限られ (ラ
グランジュLagrangeの定理),原始根による最長周期 p− 1を持つものが必ず含まれる.
(iii) x = 6の羃乗の結果は, 6 ≡ −1 (mod 7)に注目すればよい. 構造は普通の (−1)nと全く
同じである. これが素数とは限らない法mでも成り立つ事は2項展開 (m−1)k = (−1)k+mの
倍数からも容易に理解されるが.

1.4. フェルマ－の小定理とオイラ－の関数

　乱数生成の乗算合同法の殆どすべての内容は上の問題 1.19.(a),(b)に含まれる. そこでは 1
からm− 1 ≡ 6(≡ −1 (mod 7))までの T ∗のすべての数を 1<= k <=m− 1の範囲のべき (羃)
乗 akで掃過 sweepする原始根 a = 3, 5があった. 次の簡単な事実に注意しよう:
Lemma 1.20. 一般の素数 pについても p− 1乗して初めて法 pで 1に合同になる整数を法 p

での原始根と言う. 任意の素数の法 pでの原始根 aは,もしあるとすれば, 1<= j, k <= p− 1の
範囲で j �= kなら aj �≡ ak,即ち aj − ak �≡ 0 (mod p)を満たす.
(証明)背理法を使う. もし aj ≡ akとなるこのような 1<= j < k <= p− 1があれば 0 ≡ ak − aj

= aj(ak−j − 1) (mod 素数 p).しかし ajは素数 pを含めないから ak−j − 1が pの倍数,即ち
ak−j ≡ 1 (mod p)が成り立つ. 1<= k − j <= p− 2だからこれは aが原始根である事, p− 1乗
ではじめて 1に合同になる事,に反する. ■
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　故に T ∗ の任意元 x0 �≡ 0に対して素数の法 pで (aj − ak)x0 = ajx0 − akx0 �≡ 0, 即ち
ajx0 �≡ akx0 であり,法 pが素数 (ここでは 7)の時,原始根 aを乗算合同法の乗数に選ぶと,

x0, x1 = ax0, x2 = a2x0, · · · , xk = akx0, · · ·
は 1<= k <= p − 1に対して法 pですべて異なり, 系列 {x0, x1, x2, · · · , xk, · · · , xp−1}には「種
seed」 x0 ∈ T ∗の選択に関係なく T ∗のすべての元が必ず 1度ずつ出現する. これは乱数に
とって好ましく重要な性質である. 法 7では計算によって原始根 3,5の存在が判った. 任意
の素数 pに対しても p− 1乗で始めて法 pで 1になる原始根はあるだろうか. あるとすれば
どの様にして乱数生成に使う非常に大きい素数 p,例えば p = 231 − 1 = 2147483647に対す
る原始根14を求めればよいか.
　これらの問題の含む構造の最も明快な見通しは,素数の法 pでの整数の p個のクラス (の
うち 0に合同でない p − 1個)と同じ乗法構造を持つものの全体, 乗除法の定義された「群
group」と呼ばれる数 (や物)の集合,を一般に考えて得られる (次章). その準備ともして,こ
の章を重要,有名,有用でしかも理解の容易なフェルマーの小定理とオイラー Eulerの関数
の構造とで締めくくる. 証明解析はどちらも短く楽しい.

フェルマーの小定理 1.21. pは素数, T ∗ := {1, 2, · · · , p − 1}とすると, T ∗の任意元 aに対し
て ap−1 ≡ 1 (mod p)が成り立つ.
(証明)　我々は法 7の算法に今までの演習問題で慣れたから,まず p = 7の場合を取ろう. 乗
法を普通の記号 ·で記して, T ∗の任意元 aから数

a · 1, a · 2, a · 3, a · 4, a · 5, a · 6

を作る. この中に 7の倍数 (0と合同なもの)はなく,しかも問題 1.19.(a)の乗積表の各行が示
す様にこれらは a ∈ T ∗に関係なく互いにすべて異なり, T ∗の元の並べ換え (置換)である.
積の順序を変えても法 7の結果には関係しないから,法 7で次の合同式が成り立つ:

(a · 1) · (a · 2) · (a · 3) · (a · 4) · (a · 5) · (a · 6) ≡ 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 (mod 7).

しかし明らかに左辺 = a6 · (1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6)である. 積 P = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6は素数 7を含め
ず 7の倍数ではない (P �≡ 0 (mod 7))から P で割って,或いはこの 2式の差を取って

(a6 − 1)P ≡ 0 → (a6 − 1)P が 7の倍数→ a6 − 1が 7の倍数→ a6 ≡ 1 (mod 7).

これで法 7の証明を終る. 一般の素数 pの法を考えよう. その場合 T ∗ = {1, 2, · · · , p− 1}の
任意の 3つの数 a, b, c,但し b �≡ c (mod p),について, aと b − cは 0に合同 (素数 pの倍数)
ではなく a · (b− c) �≡ 0 (mod p),即ち a · b �≡ a · cが成り立つ. 故に p− 1個の

a · 1, a · 2, · · · , a · (p− 2), a · (p− 1)

は法 pですべて異なる T ∗の元,従って T ∗の元全体の置き換え (置換)で,

(a · 1)(a · 2) · · ·a · (p− 1) = ap−11 · 2 · · · · (p− 1) ≡ 1 · 2 · · · · (p− 1) (mod p).

14p = 231 − 1は 4バイト = 32ビットのうち 1ビットを符号に使うと, 4バイト内で最大の素数であり, 4バ
イト内で最大のMersenne素数 (問題 1.17.)である.
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積 P = 1 · 2 · · · · (p− 1)には素因数 pはない, pの倍数ではない, P �≡ 0 (mod p).だから両
辺を P �≡ 0で割る事ができて, ap−1 ≡ 1 (mod p). ■

　重要ないくつかの表記法と Eulerの関数 φ(n)とを導入する:

定義 1.22.　正整数m,nについて
(a) m,nの最大公約数 GCDを (m,n)と記し, (m,n)=1の時「m,nは (互いに)素」と言う.
言い換えれば「互いに素」とは「共通な素因数 2, 3, · · ·を持たない」事である.
(b)「mが nを割り切る, (m,n)=mである」事を「m|n」と記す (ランダウの記号).
(c) nに対して, m ∈ {1, 2, · · · , n}でかつ nと素であるものの個数を φ(n)と記しオイラー
Eulerの関数と呼ぶ. (定義 1.21.終り)

　集合の元の個数を �で表すと φ(n)の始めの幾つかは

φ(1) = �{1} = 1, φ(2) = �{1} = 1, φ(3) = �{1, 2} = 2,

φ(4) = �{1, 3} = 2, φ(5) = �{1, 2, 3, 4} = 4,

φ(6) = �{1, 5} = 2,

と見る事ができる. 一般に次が成り立つ:

定理 1.23. (a)オイラーの関数 φは乗法的multiplicativeである. 即ち互いに素な (最大公約
数GCD(m,n) = (m,n) = 1の)正整数m,nに対し次が成り立つ:

φ(mn) = φ(m)φ(n). (1.2)

(b)整数 n>=2の素因数分解を n = arbs · · ·fuとすると

φ(n) = n(1 − 1

a
)(1 − 1

b
) · · · (1 − 1

f
). (1.3)

(証明) (a) m = 1の場合は自明. m>= 2と仮定する. 1<=k <=mnの範囲の整数 kをm× nの行
列へ組み上げる 19):

第 1列 第 2列 第 j列 第 n列
第 0行 1 2 · · · j · · · n

第 1行 n + 1 n + 2 · · · n+ j · · · n+ n
...

...
...

...
...

第 i行 in+ 1 in+ 2 · · · in+ j · · · in+ n
...

...
...

...
...

第 i′行 i′n+ 1 i′n+ 2 · · · i′n+ j · · · i′n + n
...

...
...

...
...

第m− 1行 (m− 1)n+ 1 (m− 1)n+ 2 · · · (m− 1)n+ j · · · (m− 1)n+ n

列を第 1–第 n列,行を第 0–第 (m− 1)行と呼ぼう. 第 j列の数の全体 {in+ j| 0<= i <=m− 1}
は nで割った余りがみな等しい法 nで合同な数ばかりで,この表の数が nと素かそうでない
かは所属の列番号 jで決まる. 故にmnと素 (当然 nと素)な数はすべて第 1行成分 jが nと
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素な φ(n)個の列の中だけにある. この様な列の 1つを第 j列とするとその第 i, i′行 (i < i′)
成分はそれらの差の形

(i′n + j) − (in+ j) = (i′ − i)n, 1<= i′ − i <=m− 1

と (m,n) = 1とによって互いに法mで不合同である. だからこの第 j列のm− 1個の成分
全体は法mで {1, 2, · · · , m− 1}全体と同一で,これらの中にm>=2と素な数は jが何であっ
ても常に φ(m)個ある. 従って φ(mn) = φ(m) × (jの個数) = φ(m)φ(n).

(b)素数 aに対して {1, 2, · · · , ar}の中で arと素な数は aの倍数の全体 {ax| 1<=x<= ar−1}を
除く全てで,

φ(ar) = ar − ar−1 = ar(1 − 1

a
).

素数 b, c, · · ·についても同様だからこれは (a)によって (1.3)式を証明する. ■
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2. 群,特に巡回群

　群 groupは数の集合,或いはその他ものの集合Gで,その任意の 2要素 (元,
elements)x, yが「乗法,15 積」と呼ぶ規則或いは算法 ∗によってあるGの元 x ∗ yを作るも
のである. これを

群Gとは,その任意の 2元の間に「(2項)算法 (binary) operation ∗」が定義され,
この「乗法 ∗」について 2,3の公理 (「良い性質」或いは制限)が成り立つもの,

という言葉で表現する. 群の代表の 1つは「行列式 �= 0の (即ち正則な,逆行列を持つ)n次
の (或いは n× nの)複素行列の全体で行列積を ∗とする」ものである. これは「複素一般線
形群 complex general linear group GLn(C)」と呼ばれる.16一般に 2次以上の行列A,Bの
積A ∗B := AB �= BAである事はよく知られている. 例えば(

1 2

0 1

)(
1 0

1 1

)
=

(
3 2

1 1

)
,

(
1 0

1 1

)(
1 2

0 1

)
=

(
1 2

1 3

)
.

n>=2についてGLn(C)は「非可換な乗法を持つ群,非可換群 non-commutative group」
である. もっと身近なものには,前節で導入した「素数 pを法とする積 ∗」について, 0を除
く数の集合 T ∗ = {1, 2, · · · , p− 1}がある. これは乗法が可換な「可換群 commutative
group,アーベル群Abelian group」の典型である. さらに,一般に素数とは限らないmに
対する 0も含む集合 T = {0, 1, 2, · · · , m− 1}について, mod mの加法を「群の乗法 ∗」と
考える17ならこれもアーベル群である. 加法の群の姿は一見余りに簡単だが,ある対応を考
えると多くの乱数問題はこれを最も重要な基礎構造としている事も見られる. 群は別に数
の集合,行列の集りに限らない. n個のものの置換 permutationsという数とは一見全く関
係ないものの全体も,「乗法」は相続く置換の「合成」に取って,一般の群の (行列の群と並
ぶ)もう 1つのしかも最も由緒正しい総代表である.
　色々な試みとその結果の比較から,ここでは一番わかりやすい道として数学の抽象手順
に少しの間従い,具体的幾何学的な説明から入る事は避ける. 我々は

(a)群を公理系で定義し,
(b)それに我々の知るどの様なものが含まれるかを見て,
(c)そして群の定義から導かれる性質を議論する.

この組み立ては無味乾燥に見えるが,経験的には我々が必要以上に理解に悩む事をむしろ
防いでいて,しかも得られる結論には群を実際に構成するものが何か,乗法がどう定義され
たかに全く無関係に成立つ強さを与える. このような考え方の力にも注目しながら進む事
にしよう.

2.1. 群の定義

15乗法という名前は,以下の定義に合ってさえいれば,我々の常識の乗法と一致する事までは求めない.
16複素数 complex numbersの全体はC と記される.
17加法も,確かに, T の任意の 2つの要素 x, yから T の要素 x + yを作る,という意味で「積, 2項算法 ∗」の

定義に適っている.
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　乱数生成には専ら乗法の可換な群が用いられるが,その限定は議論の上で余り重要では
なく,むしろ引き換えに大きな一般性を見逃す恐れが大きい. そこで暫く,乗法を可換とは
仮定せず進む. 次の簡単な公理系はこの一般の群を定義する.

定義 2.1. (a)集合= {x, y, z, · · · }が次の 4公理をすべて満たす時群 groupと言う:
(公理 0)任意の 2元 x, y ∈ Gにそれらの「積product」x ∗ yが定義され, x ∗ y ∈ Gが　　

成り立つ.18

(公理 1) (結合法則)任意の x, y, z ∈ Gについて (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z).
(公理 2) (右単位元の存在)ある e ∈ Gがあって,すべての x ∈ Gに対して x ∗ e = x　　

が成り立つ.
(公理 3) (右逆元の存在)任意の x ∈ Gにはある x−1 ∈ Gがあって, x ∗ x−1 = eが成　　

り立つ.
(b)有限個の元からなる群を有限群 finite groupという. 有限群Gの元の総数を「位数
order」と呼び ord(G)と記す. 元の数が無限の群では ord(G) = ∞とする.
(c)群の乗法が可換,即ち全ての x, y ∈ Gに対し x ∗ y = y ∗ xの場合, Gを「可換群,アーベ
ル群Abelian group」という. (定義 2.1.終り)

　言葉だけ見ると何の特徴もないものに見えるが,なかなかどうして,これらの公理の組の
全体は誠に面白い沢山の構造をしっかりその相互の網のなかに包み込んでいる. またそれ
ぞれの言明は随分弱い形 (例えば右単位元,右逆元だけの存在)に与えられているけれども,
結果的には十分強い制限を与えている. 群の構造の特徴を掴むためにそのいくつかの要点
を見て,さらに重要な後節の部分群構造へ進む足掛りとしよう. これからは乗法を特に強調
する場合を除き,積を単に xyの様に記して,乗法記号 ∗は省略する.

Corollary 2.2. (a)群の元 x, y, zについて zx = zy或いは xz = yzとなるのは x = yの場合
に限る.
(b)右単位元 eは左単位元でもある. 即ちすべての x ∈ Gについて xe = ex = x.また単位元
eは一意である.
(c)任意の x ∈ Gに対し x−1は左逆元でもあって, x−1x = e,即ち (x−1)−1 = x.また逆元は
一意である.
(d) x ∈ Gについて

xG := {xy| y ∈ G}, Gx := {yx| y ∈ G}, G2 := {xy| x, y ∈ G}, G−1 := {x−1| x ∈ G},

と記す. 任意の x ∈ Gに対し xG = Gx = G2 = G−1 = Gが成り立つ.

(証明) (c)から始める. 成立を仮定された公理 1の結合法則から x−1 = x−1e = x−1(xx−1)

= (x−1x)x−1.公理 3によって x−1はGの元であり,その右逆元 yは存在するからそれを上
の式の右に掛けて,

e = x−1y = {(x−1x)x−1}y = (x−1x)(x−1y) = (x−1x)e = x−1x.

即ち x−1は左逆元でもあり, (x−1)−1 = xである事もわかる. 故に任意の x ∈ Gに対して x

= xe = x(x−1x) = (xx−1)x = exが成り立ち, eは「左単位元でもある」. x, y, zがGの任意
元で zx = zy,或いは xz = yzだとすると,「左から zの左逆元 z−1」,或いは「右から zの

18添加された乗法 ∗を明示するのに「群 (G, ∗)」とも記す.
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右逆元 z−1」を作用して eが左右両方の単位元である事を用いて

z−1(zx) = (z−1z)x = ex = x = z−1(zy) = (z−1z)y = ey = y,

(xz)z−1 = x(zz−1) = xe = x = (yz)z−1 = y(zz−1) = ye = y

を得る. これが (a)である. 故に単位元 e,逆元は一意である: 実際 e以外の単位元を f とす
ると, xe = xf = xだから (a)によって e = f だし, xの逆元が x−1以外に yもあれば xx−1 =

e = xy,故に (a)から x−1 = y. これで (a),(b),(c)の証明を終る.
(d)集合 xGの一般元 xy, y ∈ Gは任意,はやはりGの元で xG ⊂ G.19 これは x−1G ⊂ Gも
意味し, G = eG = (xx−1)G = x(x−1G) ⊂ xG ⊂ Gで xG = G. 同様にGx = Gも示される.
G = xG ⊂ G2 ⊂ GからG2 = G. 最後にG−1 ⊂ Gは明らかだが,任意の x ∈ Gについては
x = (x−1)−1 ∈ G−1でもあるからG ⊂ G−1,即ちG = G−1. ■

　以下の主役である位数有限の群に関しては公理 3の次の置き換えも便利である:

Corollary 2.3. 有限集合Gが群である必要十分条件は公理 0 − 2と次の成立である:
(公理 3’) x, y, z ∈ Gについて xy = xzなら y = z.
(証明)群GではCorollary 2.2.(a)から公理 3’は成り立つ (必要性). 逆に公理 3’或いはその
対偶「y �= zなら xy �= xz」が公理 0,1,2と共に成り立つとすると,有限集合Gの元の 1列
化G = {a, b, · · ·}を考えて,任意の x ∈ Gに対して xa, xb, · · ·はすべて異なり, Gの元全体
の置換で,公理 2から必ず xc = eとなる xの右逆元 cが存在しGは群である (十分性). ■

2.2. 演習問題

　乱数に関係の深いアーベル群の重要な例,反例で群の定義や命題を反芻する.

問題 2.4. 記法Z/m := {0, 1, 2, · · · , m− 1}を導入する.20 任意の正の整数m(素数でなくて
よい)に対し, Z/mは法mの加法+(mod m)についてアーベル群である. これを示せ.
(証明)任意の x, y, z ∈ Z/mを取って群の公理 (0-3)がすべて成立する事を示せばよい. そ
れぞれ次の様になる:
(公理 0) x+ yをmで割った余りは 0からm− 1までの数で,法mでの和 x+ y ∈ Z/m,即
ち「Z/mは法mの加法で閉じている」.
(公理 1)通常の和で結合法則 (x+ y) + z = x+ (y + z)は成立する. Lemma1.3.(b)によれば
mで割った余りはどの計算段階でも何回でも取ってよいから, (x+ y), (y + z)それぞれの
段階で法mの値としても結果は同じで,

{x+ (mod m)y} + (mod m)z ≡ x+ (mod m){y + (modm)z},

19集合 S, S′について S′が S の部分集合である, S′ ⊂ S とは, S′の任意元は S の元である事,即ち「x ∈ S′

なら x ∈ Sが成り立つ」,で定義される. また S′ ⊂ Sで同時に S ⊂ S′でもある事を「集合 S, S′は等しい」と
定義して S = S′と記す.

20記号Z は通常整数全体を表し, Z/mは「整数全体をmで割った余りとなる数の集合」でZ/mZ とも書
かれる. もっと一般には,整数全体 Z をmで割った余りで分類して同じ余りの数は同一のクラス (類)を構成
すると考える方がよい. この場合の同一の類 (集合)を「法mでの剰余類」と呼び, Z/mはこれらの剰余類の
集合 (集合の集合)を表すと見る事になる. 考えるのに困難さえなければこの後者の方が便利なので次第にこの
考え方に移行する.



24

即ち結合法則も成り立つ.
(公理 2) (右)単位元として e = 0が存在する. 実際任意の x ∈ Z/mについて x+ 0 = x.

(公理 3)任意の x ∈ Z/mに対して, x = 0なら 0 + 0 = 0 = eによって x−1 = 0, x �= 0なら
m− xはZ/mの数で x+ (m− x) = m ≡ 0 = e (mod m),即ち:

法mでの加法に関する逆元 x−1 = m− xがZ/mのすべて元 xに存在する.

最後に, x+ y = y + xから「群乗法+(modm)の可換性」x+ (modm)y = y + (mod m)x

は明らか. ■

　勿論,これからはややこしい「x+ (mod m) y」の様な書き方はやめて x+ yとし,高々間
違いやすそうな所で計算の最後に (mod m)等と記す事にする.

問題 2.5. 素数 p = 2, 3, 5, · · ·に対して記法Z∗
p := Z/p− {0} = {1, 2, · · · , p− 1}を導入す

る.21 Z∗
pは法 pの乗法×(mod p)について位数 p− 1のアーベル群である. これを示せ.

(証明)任意の x, y, z ∈ Z∗
pを取る. 群の公理の成立は次の通り:

(公理 0)積 xyには素因数 pがなく pで割った余りは 1から p− 1,即ち x× y(mod p)はZ∗
p

に属している. 故に「Z∗
pは法 pの乗法で閉じている」.

以下×は省略する.
(公理 1)普通の積で結合法則 (xy)z = x(yz)は成立するし, Lemma 1.3.(b)によって pで割っ
た余りをどの計算段階で取っても結果は変らないから (xy)z ≡ x(yz) (mod p),結合法則は
成り立つ.
(公理 2)乗法での (右)単位元 e = 1 ∈ Z∗

pが存在する.
(公理 3’) xy ≡ xz (mod p)即ち x(y − z) = pの倍数なら, xは素因数 pを含まないから
y − zが pの倍数であり, y ≡ z. 最後に xy = yxから可換性 xy ≡ yx (mod p)も明らか. ■

問題 2.6. 整数m > 0が素数でなく合成数なら, T ∗ := Z/m− {0} = {1, 2, · · · , m− 1}は
×(mod m)について群ではない. これを示せ.
(証明)群でない事は公理 0–3の任意の 1つの不成立を言えば示される. 今の場合mは合成数
だから 2<=x, y < m, xy = mとなる整数 x, y ∈ T ∗がある. しかし法mでの積 xy = m ≡ 0

は T ∗に属さない. T ∗は「乗法で閉じない」ので群の公理 0を満たさない. ■

問題 2.7. 正の任意の整数mに対して次の集合を定義する:

Z∗
m := {k| (k,m) = 1, 1<= k <=m}.

即ちZ∗
mは 1からmまでの整数でmとは素なもの,言い換えるとmとは共通な素因数を全

く持たないものの集りである.22 法mの乗法ではアーベル群であり,位数は φ(m)である. ま
たmが素数 pの場合

Z∗
m = Z∗

p = {1, 2, · · · , p− 1}

21集合 S から集合 S′に属する元を除外した集合は S − S′でもよいが明確のため S\S′と記され,記号 \は
setminusという TeX名までも持つ. しかし以下では S′⊂S の場合しか扱わないから単純な S − S′ を用いる.
なお素数の法 pでの数の全体Z/p = {0, 1, · · · , p− 1}は集合としてZ∗

pと非常に近く,次の問題 2.7.の素数で
はないmでの Z∗

m と Z/mとの乖離とは大いに異なる. 以後素数 pでは Z/pを Zp とも記して視覚化し,記
法も簡単化する.

22Z/mを整数全体をmで割った剰余で類別した剰余類 (集合)を元とする「集合の集合」と見,そのうちm
と素な剰余で代表される剰余類だけの集合が Z∗

m だとすると応用が広い. この見方を以下次第に多用する.
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が成り立つ. これらを示せ. Z∗
mは「法mの既約剰余群」と呼ばれる.

(証明) mが素数 pの場合,定義からZ∗
m = {1, 2, · · · , p− 1}であり,これが既に記されたZ∗

p

である事は明らかでZ∗
pが群である事は示されている. これを予期してZ∗

pと同じ記号Z∗
m

を用いた. 一般の正の整数mを考えよう. 任意の x, y, z ∈ Z∗
mについて:

(公理 0の成立) Z∗
mの任意元 x, yも,従って積 xyもmと共通な素因数を持たないから xy ∈

Z∗
mである. 詳しく言えばmによる xyの割り算 xy = qm+ rでの余り rが xyを法mで代
表する数だが,仮に rとmが共通な素因数 aを持ば xyも aで割り切れて矛盾だから rもm

とは共通素因数を持てない. 故に xy ∈ Z∗
mであり,「法mの乗法でZ∗

mは閉じている」.
(公理 1の成立)通常の積で結合法則 (xy)z = x(yz)は成立する. Lemma 1.3.(b)によればm

で割った余りを計算のどの段階で取ってもよいから, (xy)z ≡ x(yz) (mod m),結合法則が
成り立つ.
(公理 2の成立)乗法での (右)単位元 1はどんな法mに対しても最大公約数 (1, m) = 1の意
味でmとは素で,必ずZ∗

mの中に存在する. これは Eulerの関数の定義で見た通りである.
(公理 3’の成立) zx ≡ zy (mod m)即ち z(x − y) = mの倍数なら, zはmと共通な素因数
を含まないから x− yがmの倍数であり, x ≡ y (mod m)でなければならない. 対偶とし
て x �≡ y (mod m)なら zx �≡ zyが成立する.
　勿論 xy = yxから法mでの可換性 xy ≡ yxが出るし,オイラーの関数 φ(m)の定義は集
合Z∗

mの元の数そのものであって, �Z∗
m = φ(m)は明らか. ■

問題 2.8. 正の任意整数mを取り a = exp
2πi

m
とする. 1の複素m乗根の全体

Gm := {b0, b1, · · · , bm−1} = {bj := aj = exp
2jπi

m
| j ∈ Z/m = {0, 1, · · · , m− 1}}

は普通の乗法×について位数mのアーベル群である事を示せ.

(証明) 1のm乗根である複素数 bを極表示で b = reiθとすれば bm = rmeimθ = 1.故に

r = 1, θ =
2jπ

m
, jは整数,つまり bは上の bj = ajの形に限る. 整数 j, kに対し

bj × bk = exp
2jπi

m
exp

2kπi

m
= exp

2(j + k)πi

m
= bj+k

は明らか. また j ≡ k (mod m),即ち j = k + sm (sは整数)なら

bj = ak+sm = bk × (am)s = bk × 1 = bk.

故に異なる bjの代表としてm個の

{bj | j ∈ {0, 1, · · · , m− 1} = Z/m} = Gm

だけを考えれば十分で, Gmは 1のm乗根のすべてである事もよく知られている. 群の公理
の成立を見よう.
(公理 0の成立) j, k ∈ Z/mについて (bj × bk)

m = bj
m × bk

m = 1 × 1 = 1, bj × bk ∈ Gm, Gm

は乗法×で閉じている.
(公理 1の成立)結合法則は複素数の乗法×で成立つのだから当然Gmでも成立つ.
(公理 2の成立)単位元 eとして b0 = bm = 1が存在する.
(公理 3の成立)任意の bj ∈ Gmの逆元は, b0 = 1なら明らかに自分自身だが bmとしてもよ
い. j > 1の bjについては bm−j ∈ Gmである. 実際



26

bj × bm−j = bj+(m−j) = bm = 1 = e.

最後に,通常の積の可換性からGmはアーベル群である. ■

　基本的な事項は上で大体見られるが,さらに群の定義に実例で慣れる様に以下の問題や
証明をそれぞれ試して頂きたい.

問題 2.9.(a)法m = 8では 8で割った余り, Z/8 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},によって整数の全体
は代表される. 法 8の乗積表を算出せよ.
(解)法 8の乗積表は次の通り:

x\y 0 1 2 3 4 5 6 7 x−1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6 7 1

2 0 2 4 6 0 2 4 6

3 0 3 6 1 4 7 2 5 3

4 0 4 0 4 0 4 0 4

5 0 5 2 7 4 1 6 3 5

6 0 6 4 2 0 6 4 2

7 0 7 6 5 4 3 2 1 7

x = 2, 4, 6, 8には掛け合わせて 1になる「逆数」が存在しない. (問題 2.9.(a)終り)

問題 2.9.(b)上の (a)の結果を用いて T ∗ := Z/8 − {0} = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}に法 8の乗法を
添加した (T ∗,× (mod 8))は群にはならない事を示せ.
(証明)群でない事は公理 0–3のどれかが満たされない事を示せば十分である. 実際,
(i)問 (a)の乗積表の x或いは y = 0を除く部分を見れば, T ∗の数 2,4,6は他の偶数との掛け
算で T ∗には属さない 0を与えている. 即ち T ∗は法 8の乗法で閉じず,公理 0を満たさない.
(ii)或いは問 (a)の乗積表によって T ∗の数 2,4,6は逆元を持たず,公理 3は成立しない.
このどちらを考えても, T ∗は群ではない. ■

問題 2.9.(c) Z/8の数の中から法の 8 = 23とは素なもの (即ち素因数 2を含まないもの,奇
数)だけを集めたZ∗

8 = {1, 3, 5, 7}の乗積表を抜き出し,それに基づいて既約剰余群Z∗
8は法

8の乗法で群を作る事を直接示せ.
(証明) Z∗

8の乗積表は次の通り:

x\y 1 3 5 7 x−1

1 1 3 5 7 1

3 3 1 7 5 3

5 5 7 1 3 5

7 7 5 3 1 7

群である事を示すには公理 0–3の全てが満たされている事を言わなければならない. 任意
の正の整数m>=2についてZ∗

mが群である事は既に示されているが,ここでは上の表だけか
ら議論してみる.
(公理 0の成立) Z∗

8の数はすべて奇数だからそれらの乗法の結果も奇数で, 8で割った余り
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はZ∗
8の数ばかりである. Z∗

8は法 8の乗法で閉じている.23

(公理 1の成立)結合法則は任意の整数の乗法での成立から法 8でも成り立つ.
(公理 2の成立)単位元 1はZ∗

8に入っている. そして
(公理 3の成立)逆元が乗積表のすべての xの行に必ず存在する,或いは
(公理 3’の成立)すべての行はZ∗

8の元の置換であり, xy = xzとなるのは y = zに限る.
故にZ∗

8は群の公理をすべて満たし,群である. ■

　Z∗
7や上の Z∗

8で見たように,有限群の乗積表の各行,各列には群のすべての元が整列し
て必ず 1度ずつ現れ,現れない元や 2度以上登場する元は存在しない. n個の文字や数の n

行 n列の行列は方陣 squareと呼ばれ,その中でこの「各文字は全ての行や列に 1度そして
ただ 1度だけ必ず現れる」という性質を持つものはラテン方陣 Latin squareと名付けられ
て多くの応用を持つ.56)

2.3. 巡回群

　前節の問題 2.8の 1のm乗根の群Gmはそのただ 1つの元 a = b1 = exp
2πi

m
の「羃乗」

ですべての元が生成された. この特別な性質を持つ群は「巡回群」と呼ばれ,現在の乱数生
成問題や多くの他の応用で重要な役割を演じる. いくつかの言葉を明確に定義し,その関連
する 2,3の性質を見て後に備えよう.

定義 2.10. (a)群Gの任意元 xについて, x1 = x, x2, · · ·と羃乗して h乗で xh = eになる最
小の h>=1が存在すれば hを「xの位数 order」といい h = ord(x)と記す. その様な有限の
hが存在しない時には,位数 h := ∞と定義する.
(b)群Gの元の中にその羃乗でG全体を生成するもの aが存在する時, Gを巡回群 cyclic
groupと言う. またこの元 aを「群Gの生成元 generator」と言う. (定義 2.10.終り)

　前に「群の元の数」に使われた位数 orderという言葉がここでは「羃乗して初めて eに
なる指数」に用いられる. これは混乱ではなく意味のある用語だがその大切な認識には少
し準備がいる. 既出の事の繰り返しも含めて,次から考えをまとめ始めよう.

Lemma 2.11. 群Gの任意の元 xが位数 h = ord(x)を持つとする.
(a) hが有限なら {x1, x2, · · · , xh = e}はすべて異なり, h = ord(x)は xの羃乗で作られる異
なる元の総数と等しい. h = ∞の時も xのべき乗 {x1, x2, · · · }はすべて異なる.
(b) hが有限の時, xn = eとなる正整数 nの全体は hの倍数の全体である.
(c)群Gの位数が有限 ord(G) = g <∞の時, a ∈ Gで位数 ord(a)が gに等しいものがある
事は群Gが巡回群で (そして aがその生成元で)ある事の必要十分条件である.
(d)なお,群Gが巡回群ならGはアーベル群である.
(証明) (a)群Gの任意元 xについて xx−1 = x−1x = eなので xと x−1とは可換な事を注意す
ると,結合法則から xj(x−1)j = (xx−1)j = ej = e,つまり (xj)−1 = (x−1)jが見られる. さて
ord(x) = hが有限の場合 xj = xkとなる番号 1 <= j <= k <= h(当然 0 <= k − j <= h− 1)の
存在を仮定すれば xj = xkに (xj)−1 = (x−1)jをかけて e = xk(x−1)j = xk−jが成り立つ. し

23もっと一般的性のある言い方をすると,「Z∗
8 の数は法の 8の素因数 2を持たないからそれらの積も 8と

は素で Z∗
8 を出ず, Z∗

8 は法 8の乗法で閉じている」.
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かし k− j <= h− 1であり hは xh = eとなる最小の正の整数なので k− j = 0以外はあり得
ず, x1, x2, · · ·, xh = eはすべて異なる. xh = e以後は xh+1 = ex = x, xh+2 = ex2 = x2と x,

x2, · · · , xh = eの繰返しだから, hは xの羃乗が生成する異なる元の総数である. 位数 hが
無限の場合にも 1 <= j <= kの有限の番号 j, k(当然 0<=k − j <∞)で xj = xkとなるものの
存在を仮定すれば,上の手順で有限の k − j >= 0で xk−j = eとなるものが得られ,位数無限
の仮定から k − e = 0に限られる. 故に羃乗 {x1, x2, · · · }はすべて異なる.
(b)上の (a)の通り群Gの元の列 {x1, x2, · · · }は xh = eからは繰返しで,全体は

x1, x2, · · · , xh = e, xh+1 = ex = x1, xh+2 = x2, · · · , xh+h = xh = e, · · · ,
となり x1, x2, · · · , xh = eはすべて異なる. 特に x1, x2, · · · , xh−1 �= xh = eだから, xn = e

となる nは n = kh, kは整数,の形以外にはない. 逆に任意の正の整数 kについて n = kh

の形なら e = ek = (xh)k = xkhは明らかで,命題は示された.
(c)必要性は巡回群の定義と (a)から明らか. 逆に ord(a) = ord(G) = gを仮定すると,上の
(a)によって a1, a2, · · · , ag = eはすべて異なるGの元 g個で,それはGの元の全体である.
故に aは生成元, Gは巡回群である (十分性).
(d)巡回群Gの 2元 x, yは生成元 aの羃乗で x = aj , x = akと表され,結合法則から ajak =

「aの j + k個の積 aj+k」= akajとなり,巡回群は必ず可換群,アーベル群に限られる. ■

　上の Lemma 2.11.(d)の逆は必ずしも成り立たず,アーベル群は巡回群とは限らない. こ
れは次の問題で確認する.

問題 2.12. 法m = 8 = 23についてmと素な (mと共通な素因数 2を持たない)数の全体, 8
の既約剰余群Z∗

8 := {1, 3, 5, 7}を再び考えよう. 問題 2.9.(c)で見たその乗積表は:

x\y 1 3 5 7 x−1

1 1 3 5 7 1

3 3 1 7 5 3

5 5 7 1 3 5

7 7 5 3 1 7

羃乗表を作り, Z∗
8の元の中にべき乗でZ∗

8全体を生成するものがあるか, Z∗
8は巡回群であ

るかを判定しなさい.
(解) x ∈ Z∗

8の羃乗 xnの表は次の通り:

x\n 1 2 3 4 位数
1 1 1 1 1 1

3 3 1 3 1 2

5 5 1 5 1 2

7 7 1 7 1 2

3,5,7の位数はすべて 2で, Z∗
8には羃乗でZ∗

8のすべての数を生成するものはない. Z∗
8は巡

回群ではない. (問題 2.12.終り)

　乗算合同法乱数では巡回群とそれに深い関係を持つオイラーの関数との役割が本質的で
ある. この事は次の章で詳しく議論するが,先立つ準備としてそれらの姿に 1のm乗根の群
Gmとすぐ後の別の簡単な例で触れる.



29

問題 2.13. 次の各事項を示せ.

(a)一般の正の整数mと 1<= j <=mとに対して, aj = exp
2jπi

m
を一般元とする 1のm乗根の

巡回群Gmでの ajの位数は jとmの最大公約数を (j,m)として ord(aj) =
m

(j,m)
である.

(b)任意の整数 m > 0に対し 1の原始m乗根の総数は Eulerの関数 φ(m)で与えられる.
(c)特にmが素数 pなら, 1の p乗根のうち 1以外のものはすべて原始 p乗根, p乗して初め
て 1になる数,即ち群Gpの生成元である.

(証明) (a) 1のm乗根で異なるものの全体が {aj = exp
2jπi

m
| 1<= j <=m}である事は見た. も

し jがmと素なら, jとmとに共通の素因数はないから j, 2j, 3j, · · · , (m−1)jはmで割り切

れない. だから {(aj)h = ajh = exp(
2jhπi

m
)| 1<=h<=m− 1}は 2πの整数倍ではない偏角し

か持てずすべて 1とは異なり, (aj)mで初めて 1になって ajは 1の原始m乗根である. 最大

公約数 (j,m) = d>=2の場合, j = j′d, m = m′dと表すと (j′, m′) = 1で
2jπi

m
=

2j ′πi

m′ と

なる. aj = exp
2j ′πi

m′ は上の事から 1の原始m′ =
m

(j,m)
乗根で ord(aj) =

m

(j,m)
である.

(b) 1のm乗根はGmの元だからGmの生成元 aによって aj , 1<= j <=mと表され, (a)で見た

通りそれに対応した位数
m

(j,m)
を持つ. 故に原始m乗根は 1<= j <=mでmと素な j,即ち

(j,m) = 1となる j,に対する ajがそのすべてである. Eulerの関数 φ(m)は「mと素なm

以下の正の整数の総数」だからこれが原始m乗根の総数である.
(c) mが素数 pなら φ(p) = �{1, 2, · · · , p− 1} = p− 1で, (c)は (b)の特別の場合である. ■

2.4. 部分群,剰余類, Lagrangeの定理

　群の部分集合に群の乗法で閉じている「部分群」があれば,もとの群の構造には大きな限
定が存在する. この情報の解析がこの節のテーマである. まず部分群を特定しよう.

Lemma 2.14. 群Gの部分集合HがGの群乗法でそれ自体群を構成するとき,「HはGの
部分群 subgroupである」という.
(a)部分集合H ⊂ Gが部分群であるための必要十分条件は24,

任意の x, y ∈ Hについて xy−1 ∈ H.

(b) HがGの部分群なら任意の x ∈ Hについて25

xH = Hx = H2 = H−1 = HH−1 = H.

(c) H ⊂ GがGの部分群であるもう 1つの有用な必要十分条件は

24下で yはH の元だがH を群とは仮定しないから y−1 がH に入るかどうかわからない. しかしGの元と
して積 xy−1 を作る事ができ,その結果が必ずH に入ればH は群だというのである.

25集合 xH, Hx, H2, H−1, HH−1 の定義については Corollary 2.2.を参照.
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H2 ⊂ H かつH−1 ⊂ H.

(証明) (a)部分群ならHは群だから xy−1 ∈ Hは当然成立ち,条件は必要である. 逆にGの
部分集合Hの任意の 2元 x, yが xy−1 ∈ Hを満たすとしてHが群である事,十分性を示そ
う. まず仮定で y = xとして xx−1 = e ∈ H, Hに単位元が所属している事が判る (公理 2の
成立). 故に仮定で x = eと置く事もできて任意の y ∈ Hに対して ey−1 = y−1 ∈ H, Hのす
べての元 yの逆元もHに入っている (公理 3の成立). 任意の x, y ∈ Hについて y−1 ∈ Hは
わかったから,再び仮定を用いて x{(y−1)−1} = xy ∈ H, Hは乗法で閉じている (公理 0の成
立). 結合法則はもとの群Gで成り立つのでHでも成立つ (公理 1の成立). 故にHは群であ
る. （十分性証明終り)
(b) Hはそれ自身群だからCorollary 2.2.の群の性質 (d)によってすべて明らか.
(c)上の (b)のH2 = H−1 = HはH2 ⊂ HとH−1 ⊂ Hも意味し, H2 ⊂ H及びH−1 ⊂ Hは
Hが部分群であるために必要である. 十分性については, H2 ⊂ HかつH−1 ⊂ Hである時,
任意の x, y ∈ Hを取ると xy−1 ∈ HH−1 ⊂ HH = H2 ⊂ H . 故に xy−1 ∈ Hであり, (a)に
よってHは部分群である. これで示された. ■

　以下の多くの議論で本質的な役割を演じるLagrangeの定理に向かう. 余りにも平凡に見
える群の公理が,可換乗法だろうと非可換だろうと,この定理で均等にしかも強く縛られて
いるのは不思議だが,事実は次の簡単な事柄から生じる:

Corollary 2.15. 群Gとその任意の部分群H ,そしてGの任意の 2元 x, yに対して次が成り
立つ:
(a) xH = yHであるか,それとも xH ∩ yH = φか26,の二者択一である.
(b) Hx = Hyであるか,それともHx ∩Hy = φか,の二者択一である.
(証明) (a) xH ∩ yH �= φなら,ある h, k ∈ Hを取って共通集合のある元を xh = ykと表せ
る. x = ykh−1, kh−1はHの元だから Lemma 2.14.(b)によって kh−1H = Hであり, xH =

y(kh−1H) = yH.逆に xH = yHなら xH ∩ yH �= φは明らかで, xH = yHと xH ∩ yH �= φ

とは同じ (同値)である. xH ∩ yH �= φであるか xH ∩ yH = φかの二者択一なのは自明だか
ら,命題通り xH = yHであるか xH ∩ yH = φかのどちらかである.
(b)上の (a)の証明と全く同じだから省略する. ■

　Gの任意元 xに対し, xHの形の集合を「Hに関する左剰余類 left coset」, Hxの形の集
合を「右剰余類 right coset」と呼ぶ.27 可換群 (アーベル群)の場合この左右の剰余類の区別
は消失する. もし群Gが部分群Hを持てば,上の (a),(b)はGが互いに交わり (共通元)のな
い左及び右剰余類の集合

G/H := {eH = H, xH, yH, · · · } 及び G\H := {He = H,Hx′, Hy′, · · · }
を持つ事を意味するが,実は群Gはこれらによって余す元なく切り分けられると示された
のである. 群の部分群が作るこの重要な構造を次の形でまとめておこう:

Lemma 2.16. 任意の群G及びその任意の部分群Hについて,
(a)任意の x ∈ Gについて x ∈ xH, x ∈ Hxであり, Gの任意元はHのある左剰余類に属

26 ∩は 2つの集合の共通部分を, φは空集合,要素を含まない集合,をそれぞれ意味する. だから xH∩yH = φ
とは xH と yH の両方に属している元が 1つもない事である.

27左右の剰余類の定義をこれと逆にする教科書もある.
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す. 即ちHの左剰余類は余す所も共通元もないGの完全な分割

G = H + aH + bH + · · ·
を与える. 同じ事がHの右剰余類について成り立つ.
(b) x, y ∈ Gが部分群Hに関する同一の左剰余類に属する必要十分条件は x−1y ∈ Hの成立
である.
(c) x, y ∈ Gが部分群Hの同一の右剰余類に属す必要十分条件は xy−1 ∈ Hである.
(証明) (a) Hは部分群だから e ∈ H.故に xH � xe = x,Hx � ex = xで, Gの任意元 xは必
ずどれかの (左及び右の)剰余類に属している. それが判ればCorollary 2.15.(a)からGが共
通元もなく余す所もなく分割されてしまう事は明らか.
(b) (十分性の証明) x−1y ∈ Hなら y = x(x−1y) ∈ xH,即ち yは xの属す左剰余類 xHに
入っている. (必要性の証明) xは左剰余類 xHに, yは左剰余類 yHに属すから, xと yが同
一の左剰余類に属すとすればCorollary 2.15.(a)によって xH ∩ yH = φではなく集合とし
て xH = yHである. 故に h, k ∈ Hが存在して xh = ykが成り立つべきであり, h = x−1yk,

即ち x−1y = hk−1はHの元でなければならない.
(c)上の (b)と同じ証明である. ■

　この節の大眼目,ラグランジュの定理に達した:

定理 2.17.(Lagrangeの定理) Gは有限群,その元の数 (位数 order)を gとする. Gの任意の
部分群Hの位数 hは gを割り切る (gの約数である).
(証明)群Gは互いに交わりのない左剰余類 {H, aH, bH, · · · }に切り分けられる. 剰余類 aH

の 2元は ax, ay (x, yはHの元)の形で,しかも群G内で一般に ax = ayとなるのは x = y

に限る (Corollary 2.2.(a))から, aH, bH, · · ·はすべてHと同じ h個の異なる元を持つ. 故に
Gが位数有限の群の場合 g = h× (左剰余類の数)で, gは hの倍数である.28 ■

　証明は誠にあっけなく,定理の姿は無味乾燥,殆ど trivialで一見誠に頼りない. しかし乱
数問題でのこの定理の役割は天網そのもので,それが以下の要所で与える限定は「疎にし
て漏らさず」と実感される事になる. 例えばすべての群には必ず次の部分群が含まれ,それ
が重要な限定を意味する:

定理 2.18. (巡回 (部分)群 cyclic group)有限の位数 gを持つ29群Gの任意元 xに対してG

の部分集合Hx := {x, x2, x3, · · ·}を定義する.
(a) HxはGの可換な部分群であり,巡回群である. これを「xで生成される巡回群」と呼ぶ.
(b)巡回群Hxの位数 (元の数)hは「元 x ∈ Gの位数 order, xn = eとなる整数 nの正の最小
値」に等しい.
(c)任意元 x ∈ Gの位数 (即ち巡回部分群Hxの位数)hは gの約数に限られる. 特に xg = e

がつねに成り立つ.
(証明)以前我々は「群全体が 1つの元 aの羃乗で生成される」という場合として「巡回群」
をぼんやりと見た. ここでは xの羃乗の全体であるHxが群である事の証明から取り掛か
る. 既に行われたいくつかの議論も確実な理解を求めて重複を恐れず再確認する.

28部分群H の剰余類の総数 g/hは「部分群H の指数 index」と呼ばれる.
29ここでは下の「巡回 (部分)群」を我々が主として応用を考える有限群Gの場合有効な形に取った. より一般

に,群 Gの位数が∞,特に元 xの位数が∞の場合はHx := {xn| n = 0,±1,±2, · · · , x−n := (x−1)n (n > 0)}
とおいて巡回群が定義される.
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(a)正整数m,nについて xmは xをm個掛合わせたものだから, Gでの結合法則により可換
な指数法則 xmxn = xm+n = xnxmの成立は明らか. 故にHxの 2元 xm, xnに対して xmxn =

xm+nは再びHxの元で, HxはGの群乗法で閉じている (公理 0の成立). 結合法則はHxを
含むGで成り立つからHxの元の間だけでも成立する (公理 1の成立). Gの異なる元は有限
の g個しかないのだからHx = {x, x2, x3, · · · }がすべて異なる事はなく, xm = xm+nとなる
m,n>=1は必ず存在し,両辺に (x−1)mを掛けて e = xnとなる n>= 1の存在がわかる. この様
な nの正の最小値 h>=1に対して

Hx = {x, x2, · · · , xh−1, xh = e}
である;実際 x1, · · · , xhの中に同じものはなく30これから先は xh+1 = ex = x, xh+2 = x2, · · ·
の繰り返しだから,である. Hxには単位元 e = xhが存在する (公理 2の成立). xh = eの逆元
はそれ自身だから x0 := e = xhと定義すると, 1<= j <=hの任意の jに対して xjも xh−jも
Hxに所属して xjxh−j = xh = eが成り立ち, Hxのすべての元には逆元が存在する (公理 3
の成立). 故にHxはアーベル群, Gの可換な部分群である.
(b) Lemma 2.11.(a)の議論を上で繰り返して見た様に, xn = eとなる nの正の最小値 hは巡
回部分群Hxの元の総数に等しい.
(c) Lagrangeの定理 2.17.によってGの部分群である巡回部分群Hxの位数,即ち元 xの位
数 hは gの約数に限られる. 故に g = hg′′となる正の整数 g′′があり, xg = (xh)g′′ = eg′′ = e

が成り立つ. ■

　群Gを「素数 pに対する法 pの乗法の既約剰余群Z∗
p = {1, 2, · · · , p− 1}」(問題 2.5.)に

取れば位数 g = p− 1で,定理 2.18.(c)後半はフェルマーの小定理 1.21と同じ結論,

「Z∗
p = {1, 2, · · · , p− 1}の整数 x,或いは pの倍数ではない

任意の整数 xについて xp−1 ≡ 1 (mod p)」

を与える. 勿論,一般に非可換な任意の群の巡回部分群と剰余類の構造とについてラグラン
ジュの定理が意味する透視は,この結果の遥かな一般化である. ラグランジュの定理はフェ
ルマ―の小定理の次の様な方向への重要な一般化も容易に与える:

Corollary 2.19. 素数とは限らない一般の整数mに対し,整数 xでmと素な (共通素因数を
持たない, (x,m) = 1の)任意のものは xφ(m) ≡ 1 (mod m) を満たす.
(証明) mと素な任意の整数 x, (x,m) = 1,は位数 φ(m)の既約剰余群Z∗

mの元である (問題
2.7.)から,定理 2.18.(c)によって xφ(m) ≡ 1 (mod m). ■

2.5. 演習問題

問題 2.20. (a)素数の法 13での乗法に関してZ∗
13 = {1, 2, · · · , 12}が群である事は一般に示

されている. しかし抽象論では頭に入りにくい. 手を使って群の積の計算を行い, Z∗
13の 2

数 x, yの乗積表を算出せよ.

30Lemma 2.11.(a)で見た通り,仮にxp = xq , 1 <= p <= q <= hとなる整数p, qがあればxq−p = e, 0 <= q − p <=h−1
となって h > 0の最小性から q − p = 0.
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(b) Z∗
13の任意の数 xのべき (羃)乗 xnの表も 1<=n<= 12について作り,各 xの位数 (法 13で

xh ≡ 1となる最小の h>=1)を求めよ.
(解) (a)乗積表は次の通り:

x\y 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 逆数 x−1

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1

2 2 4 6 8 10 12 1 3 5 7 9 11 7

3 3 6 9 12 2 5 8 11 1 4 7 10 9

4 4 8 12 3 7 11 2 6 10 1 5 9 10

5 5 10 2 7 12 4 9 1 6 11 3 8 8

6 6 12 5 11 4 10 3 9 2 8 1 7 11

7 7 1 8 2 9 3 10 4 11 5 12 6 2

8 8 3 11 6 1 9 4 12 7 2 10 5 5

9 9 5 1 10 6 2 11 7 3 12 8 4 3

10 10 7 4 1 11 8 5 2 12 9 6 3 4

11 11 9 7 5 3 1 12 10 8 6 4 2 6

12 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 12

(b)べき (羃)乗 xnの表は上の乗積表からも見られるが, xn−1に xを掛けて行けばよいのだ
から直接計算の方が簡単で,特に 12 ≡ −1, 11 ≡ −2, · · ·等の置き換えが役に立つ:

x\n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 xの位数
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 4 8 3 6 12 11 9 5 10 7 1 12

3 3 9 1 3 9 1 3 9 1 3 9 1 3

4 4 3 12 9 10 1 4 3 12 9 10 1 6

5 5 12 8 1 5 12 8 1 5 12 8 1 4

6 6 10 8 9 2 12 7 3 5 4 11 1 12

7 7 10 5 9 11 12 6 3 8 4 2 1 12

8 8 12 5 1 8 12 5 1 8 12 5 1 4

9 9 3 1 9 3 1 9 3 1 9 3 1 3

10 10 9 12 3 4 1 10 9 12 3 4 1 6

11 11 4 5 3 7 12 2 9 8 10 6 1 12

12 12 1 12 1 12 1 12 1 12 1 12 1 2

結果から見ると, 12の約数 {1, 2, 3, 4, 6, 12}のすべてがそれぞれ {1,1,2,2,2,4}回ずつZ∗
13の

数の位数として登場している. (問題 2.20.終り)

　巡回群Z∗
13の羃乗表の簡単な構造も,乱数の立場から巡回群の特徴を見通させるよい例

である:

問題 2.21. 羃乗表によれば,群Z∗
13の位数 (元の総数)g = 12の任意の因数 h = 1, 2, 3, 4, 6,

12の各々にはそれを位数に持つZ∗
13の元 xが存在する. Z∗

13は巡回群である. この群の中の
位数 hの元の個数を考える. Z∗

13の生成元の任意の 1つを a,例えば a = 2を用いればこの群
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の任意の元 xを x = aj, (1<= j <= g = 12)と表す事 (巡回表現)ができる. Lemma 2.11.(a)に
より 1<= j < k <= gのすべての j, kについて aj �= akである. また Lemma 2.11.(b)は (aj)h =

ajh ≡ 1となる jhを 12の倍数以外にはないと限定し, jと g = 12の最大公約数を d = (j, g)

= (j, 12)と置けば, j = j′d, g = 12 = g′dとして

jh = j′dh = gの倍数,
j′dh

g
=

j′dh

g′d
=

j′h

g′
が整数,

となる hの最小の正値が元 x = ajの位数である. j′と g′に共通因数はないからこの様な最
小の正の hは h = g′であり, x = aj ∈ Z∗

13の位数 hは

h = g′ =
g

(j, g)
=

群の位数 g

jと gの最大公約数
=

12

(j, 12)

で与えられる. 元 x = ajのこの位数 hは, h(j, g) = gの関係からも定理 2.18.(b)からも, g
の約数でなければならない.
　視点を変えて群の位数 g の約数である任意の hを固定し,これを位数に持つ様なZ∗

13の
元 xの個数を考えよう. h|gだから今度は g = 12 = g′′hと分解すると見やすい. 位数 hを持
つ元の羃乗表現 x = ajを考えると,上の議論からその指数 jは関係式

h =
群の位数 g

jと gの最大公約数
=

g

(j, g)
, 即ち (j, g) = (j, g′′h) =

g

h
=g′′

を満たすものであり,その様なもの以外にはない. 即ち jは hと素な数 j′′と g′′との積で,か
つ 1<= j = j′′g′′<= g = g′′h = 12の範囲にあるものである. こうして位数 hの ajを与える j

の総数は 1<= j′′<=hであって hとは素な j′′の総数,オイラーの関数の値 φ(h)の定義そのも
の,に等しいとわかった. まとめれば
　　 (a)巡回群Z∗

13の数 xの位数は g = 12の約数 hに限られ,
　　 (b)群の位数 g = 12の任意の約数 hに対して,位数 hの元は群の中に φ(h)個
　　　　存在する.
12の因数 1, 2, 3, 4, 6, 12の各々を位数に持つZ∗

13の元 xとその総数を上の議論で算出し,
羃乗表と対照しなさい.

(解) (i)「Z∗
13の位数 h = 1の数の総数」= φ(1) = �{1} = 1, j ′′ = 1, j = j

′′ g

h
= j

′′ × 12

= 12,　 x = 2j = 212 ≡ 1.

(ii)「Z∗
13の位数 h = 2の数の総数」= φ(2) = �{1} = 2(1 − 1

2
) = 1, j ′′ = 1, j = j

′′ g

h
=

j
′′ × 6 = 6,　 x = 2j = 26 ≡ 12 ≡ −1.

(iii)「Z∗
13の位数 h = 3の数の総数」= φ(3) = �{1, 2} = 3(1 − 1

3
) = 2, j ′′ = 1, 2, j = j

′′ g

h
= j

′′ × 4 = 4, 8,　 x = 2j = 24 ≡ 3, 28 ≡ 9.

(iv)「Z∗
13の位数 h = 4の数の総数」= φ(4) = �{1, 3} = 4(1 − 1

2
) = 2, j ′′ = 1, 3, j = j

′′ g

h
= j

′′ × 3 = 3, 9,　 x = 2j = 23 ≡ 8, 29 ≡ 5.

(v)「Z∗
13の位数 h = 6の数の総数」= φ(6) = �{1, 5} = 6(1 − 1

2
)(1 − 1

3
) = 2, j ′′ = 1, 5,
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j = j
′′ g

h
= j

′′ × 2 = 2, 10,　 x = 2j = 22 ≡ 4, 210 ≡ 10.

(vi)「Z∗
13の位数 h = 12の生成元の総数」= φ(12) = �{1, 5, 7, 11} = 12(1 − 1

2
)(1 − 1

3
)

= 4, j ′′ = 1, 5, 7, 11, j = j
′′ g

h
= j

′′
= 1, 5, 7, 11,　 x = 2j = 21 ≡ 2, 25 ≡ 6, 27 ≡ 11,

211 ≡ 7.

これらは羃乗表の通りである. また総数 1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 4 = 12はZ∗
13の位数 (元の総数)

と合致する. この最後の内容は次の章の Lemma 3.3.でオイラーの関数の一般的性質として
理解される. (問題 2.21.終り)

問題 2.22. 群Gの位数を g = ord(G)>=2として,
(a)群Gの位数 gが素数 2, 3, 5, · · ·ならGは巡回群でありアーベル群であって,単位元以外
の g − 1個の任意元 xは生成元である事を示せ.
(b)任意の群Gに対して,単位元だけの集合 {e}はGの部分群で,またG ⊂ Gでもあるから
G自身は自分の部分群ではある. 全体Gと {e}とは群Gの「自明な部分群」と呼ばれる. 位
数 2以上の群Gが自明な部分群以外に部分群を持たない事と,群Gの位数が素数である事
は同値である. これを示せ. なおこの時Gは巡回群である事も示せ.
(証明) (a) g >=2だから単位元 e以外の元がある. その任意の 1つを xとすると, xの生成す
る巡回群Hxの位数 hは 1より大きい gの約数であり, gが素数だから h = g以外はあり得
ない. 故に ord(x) = ord(G),であり, Lemma 2.11.(c)によって xはGの生成元, Gは巡回群
でアーベル群である. ord(x) = ord(G)のこの議論は xが単位元でなければ成り立つから,
素数位数 gの群Gの e以外の g − 1個の元は皆生成元である.
(b)自明な部分群以外持たない群Gの位数が 2以上だとする. Gには単位元以外の元 xが
あってその位数は 2以上, xの生成する巡回部分群Hxの元の総数は必ず 2以上である. 故に
Hxは自明な部分群 {e}ではなく,残る唯一の部分群GそのものでHx = Gが成り立つ. 即
ちGは単位元以外の任意の元を生成元とする巡回群である. 仮に g = ord(G)が素数でなく
因数m,n>=2で g = mnと分解されるなら,任意の x �= eについて ord(x) = g = mn,かつ

y = xm �= eの作る巡回部分群Hyの位数は n =
g

m
, 2<=n<=

g

2
< gでGの自明でない部分

群であって, Gの部分群についての仮定に矛盾する. 故にGの位数 gは素数でなければなら
ない. 逆にGの位数 g >=2が素数なら, Gの任意の部分群Hの位数 hは gの約数なのだから
(Lagrangeの定理 2.17.)h = g或いは h = 1でHはGであるか {e}かであり,群Gには自明
な部分群以外存在しない. ■

　勿論,巡回群の位数が常に素数なのではなく,我々の用いる多くの巡回群の位数は合成数
である. 法 13での乗法群Z∗

13は位数 g = 12で, gの約数と対応する部分群の多い良い例
だった. その部分群による剰余類構造も直接目で見ておこう.

問題 2.23. Z∗
13の数 5のべき (羃)乗全体をH5 := {5, 52, 53, 54, · · ·}とする. H5がどの様な数

で構成されるかを下の欄に書込み, H5の任意の 2数 x, yの法 13での乗積表を下に作れ.

(解)計算は容易である:
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x\y 1 ≡ 54 5 52 ≡ 12 53 ≡ 8 x−1

1 ≡ 54 1 　 5　 12 8 1

5 5 12 8 1 8

52 ≡ 12 12 8 1 5 12

53 ≡ 8 8 1 5 12 5

　 (問題 2.23.終り)

問題 2.24. 上の表からH5が群である (従ってZ∗
13の部分群である)事を示せ.

(証明)群の公理の成立を乗積表から示せばよい.
[公理 0の成立]乗積表から, H5 = {1, 5, 8, 12}は法 13の乗法で閉じている.
[公理 1の成立]普通の乗法で成り立つ結合法則は,法 13でも成り立つ.
[公理 2の成立] 1 ≡ 54がH5に存在する.
[公理 3の成立]乗積表から,法 13での逆元はH5のすべての数に存在する. ■

問題 2.25. Z∗
13の数 aを部分群H5に掛けてできる剰余類 (集合)

aH5 = H5a = {a · 5, a · 52, a · 53, · · ·}
を考える. 例えば a = 1なら明らかに aH5 = 1H5 = H5であり, aがH5の他の任意の数
5, 52, · · ·でも, aH5は (a)の乗積表の各行が示す通り (部分)群H5の元の並べ変えで,すべて
aH5 = H5である. aとしてZ∗

13 = {1, 2, 3, · · · , 12}の他の数も取り,具体的に aH5がどのよ
うな元を含む集合になるかを各 aH5に所属する数の欄に○を記入して求めなさい.
(解)実際に aH5をそれぞれ計算すれば:

aH5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

　 　 　 　 　 　1H5 ○ 　 　 　 ○ 　 　 ○ 　 　 　 ○
2H5 　 ○ ○ 　 　 　 　 　 　 ○ ○ 　
3H5 　 ○ ○ 　 　 　 　 　 　 ○ ○ 　
4H5 　 　 　 ○ 　 ○ ○ 　 ○ 　 　 　
5H5 ○ 　 　 　 ○ 　 　 ○ 　 　 　 ○
6H5 　 　 　 ○ 　 ○ ○ 　 ○ 　 　 　
7H5 　 　 　 ○ 　 ○ ○ 　 ○ 　 　 　
8H5 ○ 　 　 　 ○ 　 　 ○ 　 　 　 ○
9H5 　 　 　 ○ 　 ○ ○ 　 ○ 　 　 　

10H5 　 ○ ○ 　 　 　 　 　 　 ○ ○ 　
11H5 　 ○ ○ 　 　 　 　 　 　 ○ ○ 　
12H5 ○ 　 　 　 ○ 　 　 ○ 　 　 　 ○

確かに剰余類はZ∗
13の互いに共通元のない分割を与えている. (問題 2.25.終り)

問題 2.26. 2n − 1, n>=1の形の素数はMersenne数と呼ばれた. 一方 2e + 1, e = 1, 2, 3, · · ·
の形の素数もあり,フェルマー Fermat(素)数と呼ばれる.
(a)奇数の e>=3, e = 2m + 1, m = 1, 2, · · ·について,次の因数分解を示しなさい:

xe + 1 = x2m+1 + 1 = (x+ 1)(x2m − x2m−1 + x2m−2 − x2m−3 + · · · − x+ 1).
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(b)フェルマー素数 2e + 1では指数 eは 2の羃乗, e = 2nの形,に限る事を示しなさい.
(証明) (a)素直に右辺の積を取れば,

(x+ 1)(x2m − x2m−1 + x2m−2 − x2m−3 + · · · − x+ 1)

= (x2m+1 − x2m + x2m−1 − x2m−2 + · · ·+ x)

+(x2m − x2m−1 + x2m−2 − · · · − x+ 1) = x2m+1 + 1.

(b)整数 e>=1は一般に e = 2nf , n>= 0, f >= 1は奇数,と表される. この表現を用いて

2e + 1 = 22nf + 1 = (22n
)f + 1

を考えると,それが素数なら f >= 3はあり得ない;実際 f >=3なら (a)で見た因数分解

2e + 1 = (22n
)f + 1 = (22n

+ 1){(22n
)f−1 − (22n

)f−2 + (22n
)f−3 − · · · − 22n

+ 1}
が成り立ち,右辺は合成数になる. 故にフェルマー素数 2e + 1では f = 1で e = 2nとなる事
が必要である;十分ではないが. ■

　始めのいくつかのフェルマー数は

220
+ 1 = 3, 221

+ 1 = 5, 222
+ 1 = 17, 223

+ 1 = 257, 224
+ 1 = 65537

である. フェルマーは 22n
+ 1の形の数は皆素数だと予想した. しかしオイラーが

225
+ 1 = 232 + 1 = 4294967297 = 641 × 6700417

を発見して予想は成り立たない,と示したという.7)

問題 2.27. フェルマー素数 pを法にするとZ∗
pの部分群の構造が少し特殊になる. 簡単過ぎ

ない最小のフェルマー素数 pとして p = 17 = 222
+ 1を取り,乗法群Z∗

17が 3を生成元とし
て持つ巡回群である事を確認し,部分群の位数構造を議論しなさい.
(解)法 17での 3の羃乗計算は

31 = 3, 32 = 9, 33 ≡ 10 ≡ −7, 34 ≡ −4 ≡ 13, 35 ≡ −12 ≡ 5, 36 ≡ 15 ≡ −2,

37 ≡ −6 ≡ 11, 38 ≡ −1 ≡ 16, 39 = −3 ≡ 14, 310 = −9 ≡ 8, 311 ≡ 7,

312 ≡ 4, 313 ≡ 12 ≡ −5, 314 ≡ −15 ≡ 2, 315 ≡ 6, 316 ≡ 18 ≡ 1.

確かにZ∗
17での 3の位数は最大の 16, 3は生成元で, Z∗

17は巡回群である. 17がフェルマー数
であるために ord(Z∗

17) = 17 − 1 = 16 = 24だから,ラグランジュの定理はその部分群の位
数,或いはZ∗

17の各元 (の作る巡回部分群)の位数を 2の羃乗だけに限定してしまう. φ(2n)

= 2n
(
1 − 1

2

)
= 2n−1 (n >= 1)を用いて各位数の元の個数等を見れば,

位数 1 = 20の元の総数 φ(1) = 1,この元は 1 ,

位数 2 = 21の元の総数 φ(2) = 1,この元は 16 ≡ −1 ,

位数 4 = 22の元の総数 φ(4) = 2,元は {4, 13},

位数 8 = 23の元の総数 φ(8) = 4,元は {2, 8, 9, 15},

位数 16 = 24の生成元の総数 φ(16) = 8,元は {3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14}.
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法 17のすべての元の羃乗計算での,或いは問題 2.21.と同様の議論での,これらの結果の確
認は容易である. 試みて頂きたい. (問題 2.26.終り)

　Z∗
17もこの様に巡回的である. 素数 p = 17がフェルマー素数であるために p− 1は素因

数を 2しか含まず, Z∗
17の生成元の数 φ(p− 1) =

p− 1

2
は群の全ての元の半数と多い.
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3. 乱数の乗算合同法
　
　前節では素数の法 pでの乗法で整数全体から 0を除いたものは群Z∗

pを作る事が示され,
群Gの 1つの元 xから生成される巡回部分群Hxも議論された. 我々が得た知識は一様乱数
生成にとっては大きい. 素数 pを法とする乗算合同法

xk = axk−1 (mod p) 1<= k <= p− 1,

とその解 xk ≡ akx0とは群Z∗
pの元 aが作る巡回部分群

Ha := {a, a2, · · · , aT ≡ 1}, T = ord(a)

の要素を出発値 x0 ∈ Z∗
p に次々に掛けて得られる系列, 群 Z∗

pの部分群 Haが作る剰余類
Hax0, を遍歴するものだと透視された. 部分群Haの剰余類はすべてHaと同数の元を持つ
から, 初期値 x0の選択は乱数の周期 T を変えず, T は乗数 aの群Z∗

pでの位数で決まり, 群
の位数,現在のZ∗

pでは p− 1,の約数に限られ (Lagrangeの定理),それを満たす位数 T の元
はもし群が巡回的なら φ(T )個ある · · ·,もわかった. 最大の周期を得るには最大位数の乗数
a,巡回群なら生成元,を選べばよい. 我々はア－ベル群が巡回的とは限らない事を見たが,同
時にZ∗

7, Z∗
13やZ∗

17が巡回群である事も羃乗計算から知った.
　法を素数ではなく,例えばm = 2rとする方式もある乗算合同法乱数では,ある法mで対
象となる数体系に巡回群の構造があるかないかは本質的な問題で,その確かな見通しが欠か
せない. 以下我々は任意の素数 pに対しては群Z∗

pは巡回的である事を示し,また法 2rでの
最大位数の乗数も発見する. これらは正面から解かれる最初の乱数問題である. 勿論問題は
続く. 大きい素数,例えば p = 231 − 1 = 2147483647,に対するZ∗

pの φ(p − 1)個の生成元の
中から,乱数生成のためにはどれを選ぶべきだろうか ? これが乗算合同法を締めくくる次の
章の重要な課題である.

3.1. 巡回群の条件と素数の法 pでの原始根の存在

　まず巡回群の少し詳しい構造から始める. 次の諸命題はそれらの間だけでも,或いは前節
までの諸命題や演習問題とも,少しずつ重複を持つが,理解を第 1に目指して繰返しを避け
ずに述べる.

定理 3.1. Gは位数 gの巡回群, aはGの生成元の任意の 1つとする.

(a) Gの一般元 aj(1<= j <= g)の位数 hは h =
g

(j, g)
, (j, g)は jと gの最大公約数,である. 特

に jが gと素で (j, g) = 1である事が ajが生成元である必要十分条件である.
(b) Gの任意元の位数 hは gを割り切り,逆にその様な任意の正整数 h, h|g,に対してGの元
で位数が hであるものは存在して総数は φ(h)である. 特にGの生成元の数は φ(g)である.
(c1)巡回群Gの任意の部分群も巡回群で,
(c2) gを割り切る任意の正整数 h, h|g,に対し位数 hの部分 (巡回)群はただ 1つ,しかも必ず
存在する.
(証明) (a) aは生成元だから, 1<= j <= gに対して (aj)h = ajh = eとなるのは gが jhを割り切
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る時でありその時に限る. d = (j, g), g = g′d, j = j′dと置くと g′と j′は素で共通因数を持

たず, h = ord(aj)は
jh

g
=

j′dh

g′d
=

j′h

g′
=整数,となる最小の h, h = g′ =

g

(j, g)
で与えら

れる. この関係によれば ajが位数 gの生成元である事, h = ord(aj) = g,と (j, g) = 1の同値
は明らか.
(b) Gの任意元の位数 hが gを割り切る事は Lagrangeの定理の結論である. 逆にこの様な
任意の h|gに対しGの中で位数 hを持つ元の数は (a)によって,

整数 j(1<= j <= g)で h =
g

(j, g)
となるもの,或いは (j, g) =

g

h
となるもの

の数である. hが gを割り切るから g = g′′hと置くと,上の jは

jと g′′hとの最大公約数 (j, g′′h)が
g

h
= g′′であるもの,

と言う事ができ, それは hと素な j′′によって j = j′′g′′と表されるものがすべてで, しかも
1<= j = j′′g′′<= g = g′′hなのだから 1<= j′′<= hでなければならない. 故に

求める位数 hの元の数 =この様な jの総数 =この様な j′′の総数 = φ(h)

である. 特に「位数 gの元の数=巡回群Gの生成元の数」は φ(g)で与えられる.
(c1) 巡回群 G の任意の部分群 H を取る. H = {e} なら命題の成立は自明だから h =

ord(H)>=2の場合を仮定しよう. Gの生成元を aとする. ord(G)>=ord(H)>=2から a �= eで
ある. aj ∈ H となる指数 1<= j <= gの全体を JH と記そう: H = {aj | j ∈ JH , a

g = e}. JH

の正の最小数を i >=1と置く; ai ∈ H.任意の正の整数 kについて (ai)k = aikは部分群Hの
中の元 aiの k乗としてH の元で, iのすべての倍数 kiも JH に属している. 実はこの kiの
形の整数が JH のすべてである.31 これを示すために任意の j ∈ JH を取り, jを iで割って
j = iq + r,余り rは 0<= r < i,と置こう; Hは部分群で aj , ai, (ai)−1 ≡ ag−iを含むから

aj{(ai)−1}q = aj(ag−i)q = aj+gq−iq = (ag)qar＝ ar

もH に属し rも JH に入る; しかし i ∈ JH の最小性から iより小さい r > 0が JH に存在
する事はできず r = 0である. これで任意の j ∈ JH は iで割り切れ, iの倍数 kiに限られ,
JH = {ki| k = 1, 2, · · ·}, H = {(ai)k| k = 1, 2, · · ·}である事がわかった. 巡回群の任意の部
分群Hは必ず (aiを生成元とする)巡回群の構造を持つ.

(c2) Gの生成元 aを任意に取り, gを割り切る任意の h,即ち h|gに対し g′′ =
g

h
, b = ag′′ と

すれば ord(b) = h, Hb = {b, b2, · · · , bh = e}が位数 hの部分巡回群としてG内に存在する.
巡回 (部分)群Hbには生成元 (位数 hの元)が (b)により φ(h)個あるが,これらは同じ (b)に
よりG中の位数 hの元のすべてである. 故にG中に位数 hの他の (巡回)部分群はあり得な
い. ■

　 1の g乗根の乗法群の存在からどんな正の整数 g に対しても位数 g の巡回群Gは存在す
る. これは明らかだが,別の重要な具体例でこの内容を上の構造と共に反芻する.

31指数の集合 JH は実は法 gの加法に関する整数の群 Z/gの部分群であって,ここでの JH の性質,或いは
(c1)の事柄全体はそれに基づいても導かれる. 巡回 (部分)群とこの様な整数の加法の群とは次の頁に記す重要
な対応を常に持つ.
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Corollary 3.2. 任意の正の整数 g に対して, Z/g = {0, 1, 2, · · · , g− 1}は「0を単位元とする
法 gでの加法の下で」位数 gの巡回群であって,

(a) gと素,即ち (j, g) = 1の φ(g)個の整数 j, 1<= j <= g,がその生成元のすべてであり,
(b) gの任意の約数 hに対しZ/gの中に法 gの加法での位数 hの元が φ(h)個存在する.

(証明) Z/g = {0, 1, 2, · · · , g − 1}が加法で群である事は問題 2.4.で見られた. 数 1はその加
法 (即ち「群の乗法」)で 12 = 1 + 1 = 2, 13 = 1 + 1 + 1 = 3, · · ·と群Z/g全体を生成する
生成元でありZ/gが巡回群である事は自明である. 故に定理 3.1.の結論は有効で, (a),(b)は
Z/gでも成り立つ. ■

　位数 g有限の巡回群Gでは32その任意の元 xに生成元 aによる巡回表現 x = ajが与えら
れる. 但し ag+j = agaj = aj だから指数 jとしては法 gでの値だけが意味を持ち,有限巡回
群Gではその 1つの生成元 aを定めて群全体が法 gの整数の集合Z/gに 1対 1に対応する.
生成元 aはこの対応の底 baseと呼ばれ, x = ajとなる指数 jを j = loga xと書いて「生成元
aを底とする x ∈ Gの対数」と呼ぶ. 名前の通り, GとZ/gとのこの対応には次の特徴的な
働きがある:

任意の x = aj, y = ak ∈ Gに対し,積 xyは xy = ajak = aj+kと
なる,即ち loga(xy) = loga x+ loga y (mod g)が成り立つ.

logaは群Gから群Z/g へ 1対 1に, Gでの 2元の群演算,乗法,の結果を各元の対応物の群
Z/g内での群演算+の結果に写し,特に単位元 e = ag ∈ Gを単位 (零)元 0 ≡ g ∈ Z/gに,
逆元 x−1 ∈ Gを負元−j ≡ g − j ∈ Z/gに写す. これは群の (演算を保つ)同形対応と呼ば
れる. 我々は次の構造を知った: 位数 gのすべての巡回群は巡回加法群 (Z/g, +)と同形であ
り,これを通して (或いはそれぞれの巡回表現の直接比較からも)位数 gのすべての巡回群は
互いに同形である. この事実は例えば定理 3.1.(c1)の証明を明快に統一するが,20) 以後この
知識を使う場面は余りないので我々はこれ以上は立ち入らない.

　一般に位数有限の群が巡回群であるための条件を見て,眼目の乱数問題,素数 pに対する
Z∗

pの巡回性の確認,を完全に解こう. この条件の導出 20)はある補助命題から始める.

Lemma 3.3. オイラ－の関数 φと任意の正の整数 gについて次が成り立つ:∑
n|g
φ(n) = g.

ここで和は gを割り切るすべての整数 1<=n<= gにわたる.
(証明) 与えられた gに対して位数 gの巡回群 G, 例えば前 Corollary 3.2.の例Z/g, を取る
と,定理 3.1.(b)と Lagrangeの定理の与える制限とによって

Gの元の総数 g =
g∑

n=1

(Gの位数 nの元の数) =
∑
n|g
φ(n)

が成り立つ. ■

　面白いが余り役に立ちそうにも見えないφのこの性質が,任意の (可換とも限らない)有限
群が巡回群である (従って結果としてア－ベル群にもなる)条件を平易強力に与える:20)

32gが有限でなくても任意の巡回群は生成元による巡回表現を持つが,有限の gは対応する指数を我々には
親しい (Z/g, +)に限り議論を簡単にするので以下位数有限と限定する.
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定理 3.4. 位数 g有限の群Gが巡回群であるための必要十分条件は, G上の (即ちGの元 xに
対する)方程式 xn = e, x ∈ G,の異なる解の数が任意の n = 1, 2, · · ·に対して n以下である
事,である.
(証明) g = 1ならG = {e}で定理は自明だから g >= 2とする.
(必要性) Gは巡回群, aをその生成元とする. 与えられた n>= 1に対し Gの一般元 x = aj

(1<= j <= g)が方程式 xn = ajn = eを満たすのは jnが gの倍数の場合に限る. jnの値が含ま
れる範囲33[n, ng ]を含む [ 1, ng ]に gの倍数は上限の ngから下向きに数えて高々n個しか
なく,それらに対応する方程式 xn = eのGでの解の個数は当然 n以下である.
(十分性)位数 gの群Gでの方程式 xn = eの異なる解の数が任意の n = 1, 2, · · ·について n

以下であると仮定する. Gが巡回群かどうか,まして可換群かどうかはまだわからないから,
Gの位数 nの元の数を ψ(n)と記そう. それでも Lagrangeの定理は強力に成り立って, gを
割り切らない nについては ψ(n) = 0を保証する. だから

g∑
n=1

ψ(n) =
∑
n|g
ψ(n) = g.

第 2の和は n|gである (gを割り切る)nの上だけにわたる. ψ(n)>=1なら nは gを割り切り,
位数 nのGの元 aがあり, aは位数 nの巡回 (部分)群Ha = {a1, a2, · · · , an = e}を生成する.
Haの各元 aj はそれぞれ方程式 xn = (aj)n = ajn = (an)j = ej = eを満たし全体で n個あ
るから,仮定からこれらがGでの方程式 xn = eの解のすべてである. 故にGの位数 nの元
ψ(n)個はみなこの巡回群Ha中に含まれ, Haに存在する φ(n)個の生成元 (定理 2.26.(b))の
全体と一致してψ(n) = φ(n)となる. ψ(n) = 0の場合も含めれば ψ(n)<=φ(n)が常に成り立
ち,上の式と Lemma 3.3.とから

g =
∑
n|g
ψ(n)<=

∑
n|g
φ(n) = g.

即ちすべての n|gについて ψ(n) = φ(n)で,特に ψ(g) = φ(g)>=1でなければならない. こう
して仮定はGが位数 gの生成元 aを持つ事,巡回群である事,当然ア－ベル群でもある事を
意味すると示された. ■

　今や問題 2.5.の素数 pの法での整数の乗法群

Z∗
p = {1, 2, · · · , p− 1}

の巡回性,即ち法 pでの原始根の存在,の理解は容易である. 第 1.2節で我々は文字 zの整数
係数の多項式の法mでの同値をその係数の mod mでの同値で,従ってその次数は法mで 0
ではない係数を持つ項 znの最大の nで定義し,一般の法での因数分解の一意性の不成立な
ど奇妙な事態と共に素数の法 pでの事柄の簡単化を認識した. 現在の知識からはそれは素数
の法 pによる整数の類別が乗法群Z∗

pを与えるためだと概括でき,そこで得られた定理 1.13.,

「素数の法 pでの n次整数係数代数方程式 f(z) ≡ 0の整数解は高々n個しかない」,

は乗法群Z∗
pの巡回性の必要十分条件,

「方程式 zn − 1 ≡ 0 (mod p)が n個以下の解しかZ∗
pで持たない」

33実数 xの範囲 a <=x<= bを「閉区間 closed interval」と言って [ a, b ]と記す. 同様に範囲 a < x < bは「開
区間 open interval」で (a, b)と記される.
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事を保証していると理解される. 故に:

定理 3.5. 任意の素数 pを法とする乗法について:
(a)群Z∗

p = {1, 2, · · · , p− 1}は巡回群であり,その位数 p− 1の生成元 aは必ず存在する. そ
れを「法 pでの原始根 primitive root」とも呼ぶ.
(b) Z∗

pの原始根のすべては,任意生成元を aとして

R := {ak| kは p− 1と素, (k, p− 1) = 1, 1<=k <= p− 1}, �R = φ(p− 1),

で与えられる. 特に aと共にその逆数 a−1 ≡ ap−2も原始根である.
(証明) (a)既に述べた様に定理 1.13.から明らか.
(b)前半は定理3.1.(a)で見られた. aが原始根の時1<= k <= p− 2に対してak(a−1)k = e, ak �≡ e

だから (a−1)k ≡ e (mod p)ではあり得ない. これは a−1 ≡ ap−2も位数 p − 1の原始根であ
る事を示す. ■

　原始根の総数 φ(p− 1)が実際にどれくらいのものになるかを例で考えよう:

問題 3.6. 素数 p = 231 − 1 = 2147483647に対する乗法群Z∗
pを考える. 位数 p− 1は

p− 1 = 2147483646 = 2 × 32 × 7 × 11 × 31 × 151 × 331

の素因数分解を持つ.34 この群の生成元,原始根の総数を求めなさい.
(解)オイラーの関数 φ(p − 1) = φ(2147483646)を計算すればよい. この場合は 10桁以上の
電卓があれば, 与えられた素因数分解から次の計算が正確にできる; 8桁では危ういが例え
ば数を 2つに分けて行う等の方法がある.35 手で行うのも可能である.

φ(2147483646)

= 2147483646(1 − 1

2
)(1 − 1

3
)(1 − 1

7
)(1 − 1

11
)(1 − 1

31
)(1 − 1

151
)(1 − 1

331
)

= 534600000. (問題 3.6.終り)

　大きい素数 pに対するφ(p−1)の傾向は上の計算から見られる. p = 231 −1 = 2147483647

は実際によく用いられる法の素数の1つで,計算された原始根 (生成元)aの総数はord(Zp
∗) =

p− 1 = 2147483646の 24.89%に当たり十分沢山あって,でたらめにZ∗
pの数を乗数に取って

も約
1

4
の確率で原始根に当る. 一般に任意の素数 p > 2では p− 1は必ず偶数で素因数 2を

含み,オイラーの関数の計算には因数 1 − 1

2
=

1

2
が入って不等式 φ(p− 1)<=

p− 1

2
は常に

成り立つ;フェルマー素数 pならこれは等式で成り立つ. あと p− 1に他の素因数,特に小さ
いもの, がそれほどなければ φ(p − 1), 従って発見確率, は例からそう遠くはない値である.
しかしこれは素数すべてについて成り立つ事ではなく,自然或いは神は甘くはない. 乗算合
同法乱数の法として性質が良いか,或いは実用になるかは別として,大きい素数 pの中には
p− 1に非常に多くの素因数を持つものもあって,上の発見確率が任意に小さい素数も (理論
的には)存在する;例えばKoblitz7)の Proposition II.1.3.参照.

34この形の数の素因数分解は, 今の場合現用のパソコンで繰返して割り算を試みても容易にできるが, もっ
と桁数の大きい場合も含めて系統的に行う方法がある. 例えば Koblitz7)p.28,定理 1.4.3.を参照.

35これも例えば Koblitz7) の p.28,例 3を見よ.
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　ある素数 pの法での原始根 aが 1つ得られたとしよう. 定理 3.5.(b)によれば他の原始根を
得るには乗法群Zp

∗の位数 p−1の素因数を持たない整数 jを36取って羃乗 ajを作ればよい.
例えば a = 7はこの法 p = 2147483647での最小の原始根で,上の様な jに対して 7j を次々
に作る事はこの場合の生成元すべてを掃過する手段である. これは FishmanとMoore29)の
重要な仕事で実際に行われた.

3.2. 乗算合同法: 法 2rの場合

　法が 2rの場合の乱数乗算合同法,

xk = axk−1 (mod 2r) k >= 1, r >= 4

も計算機上の実現の容易さからよく用いられ, 重要である. 素数の法の場合と異なり, 関係
する数理は巡回群には帰着できない. それでもその周期や構造は群の圏内で最も明快に理解
されるものだからこの段階で触れて進む. 但し群の言葉を使わない議論も可能で,古くから
行われ (入手しにくいが可能なら文献 6)を是非参照せよ),広い応用を持つ考え方を与えてい
る. どちらも詳しい説明が我々の簡単に入手できる文献には見当たらないので,以下本質的
には文献 2)の示唆を文献 6)の方針に沿って実現する形で述べる.
　法m = 2rだから整数は 0, 1, · · · , 2r − 1に限って考える. 漸化式の一般解の表現 xk ≡ akx0

(mod 2r)によれば,偶数乗数

a = 2b, b = 0, 1, · · · , 2r−1 − 1

は a �≡ 0,しかし s>= rに対して as = 2sbs ≡ 0 (mod 2r)を与え,乱数の生成式としては無意
味なので除く. また偶数初期値 x0 = 2sy0, y0は奇数,については,系列

{yk := aky0 (mod 2r−s)| k = 1, 2, · · ·}
を取ると xk = yk × 2s,つまり yk = aky0を法 2r−sで考えて結果を 2s倍する事と同じで下に
見る様に周期は短くなる. 我々はこれも考察からは除く.
　以下乗数と初期値の範囲を法m = 2rでの奇数全体に限る. これは前節で見た法m = 2r

での既約剰余群,

Z∗
m = {k| (k, 2r) = 1} = {k| (k, 2) = 1} = {2k + 1| k = 0, 1, · · · , 2r−1 − 1}

そのもので,その元の総数即ち「群Z∗
2r の位数」2r−1は,オイラ－の関数による計算

φ(2r) = 2r(1 − 1

2
) = 2r−1

の示す通りである. しかしこの既約剰余群は巡回群でない;文献 21)pp.130–140参照. これは
群の数をさらに 8で割った余りによって 4つに分けると容易にわかる:

Z∗
2r = A

(r)
1 ∪ A(r)

3 ∪A(r)
5 ∪ A(r)

7 ,

36メルセンヌ素数 p = 231 − 1についての問題 3.6によれば, p− 1の素因数にメルセンヌ指数 31そのものが
入る. この事情は一般である. 任意の素数 q >= 2と正の整数 nに対して既約剰余群Z∗

qn−1は常に位数 nの部分
群を持つ; p.99,定理 6.4.(d)(iv)参照. このためZ∗

qn−1の位数 φ(qn − 1)は必ず nで割り切れる. 特にメルセン
ヌ素数 p = 2n − 1は φ(p) = φ(2n − 1) = p− 1 = 2n − 2に必ず素因数としてメルセンヌ指数 (素数)nを含む.
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A
(r)
k := {8j + k| j = 0, 1, · · · , 2r−3 − 1}, �A

(r)
k = 2r−3.

もし a, a′ ∈ A
(r)
1 ,即ち「a, a′共に 8で割って余りが 1」なら,

a = 8j + 1, a′ = 8j ′ + 1

と置いて aa′ = 8(8jj′ + j + j′) + 1 ∈ A
(r)
1 は直ちに見える. 一方 k = 3, 5, 7の場合は,法 8で

は

32 = 9 ≡ 8 + 1 ≡ 1, 52 = 25 = 8 × 3 + 1 ≡ 1, 72 = 49 = 8 × 6 + 1 ≡ 1 (mod 8),

つまり k = 3, 5, 7の場合 a ∈ A
(r)
k なら a2i ∈ A

(r)
1 , a2i+1 ∈ A

(r)
k と限られてしまう. 従って群

Z∗
2r の元 aの位数の上限として

a ∈ A
(r)
1 なら ord(a)<= �A

(r)
1 = 2r−3,

a ∈ A
(r)
k (k = 3, 5, 7)なら ord(a)<= �A

(r)
1 + �A

(r)
k = 2r−2,

が得られる. 次を示そう:

定理 3.7. r >= 4とする. 既約剰余群Z∗
2r の元 aの位数について:

(a) a ∈ A
(r)
3 (a ≡ 3 (mod 8)),或いは a ∈ A

(r)
5 (a ≡ 5 (mod 8))なら ord(a) = 2r−2である.

(b) a ∈ A
(r)
7 ,又は a ∈ A

(r)
1 で a �= 1即ち a = 8j ± 1, (j = 2tk, kは正奇数, t <= r − 4)なら

ord(a) = 2r−3−t.

(証明) (a)最初に次の事に注意する: 整数 a > 0を 2s, 2s+1で割って

a = 2sq + r = 2s+1q′ + r′

とすると r =「r′を 2sで割った余り」<= r′となる. 従って

「整数 aを 2s+t (t >= 1)で割った余り」>=「aを 2sで割った余り」

である. またA
(r)
3 , A

(r)
5 のどちらの元であっても

A
(r)
3 の数なら 8j + 3 = (8j + 4) − 1 = 4(2j + 1) − 1 = 4k − 1,

A
(r)
5 の数なら 8j + 5 = (8j + 4) + 1 = 4(2j + 1) + 1 = 4k + 1,

と,両方共「正の奇数 k = 2j + 1>=1」で表せるから,まとめて,

正の奇数 kに対してZ∗
2rでの ord(4k ± 1) = 2r−2 (mod 2r)

となる事を示す. 証明の要点は以下の単純な計算の忍耐強い繰り返しである:

a1 = 4k ± 1 ≡ 3或は 5 (mod 8 = 23)

�≡ 1 (mod 2s, 3<= s<= r),

a2 = (4k ± 1)2 = 1 + 8k(±1 + 2k) = 1 + 23 ×正奇数 k(2k ± 1)

≡ 1 (mod2s, 1<= s<=3 = 1 + 2),

�≡ 1 (mod2s, 1 + 3 = 4<= s<= r),

(a2)2 = a2×2 = a22

= 1 + 23 × 2 ×正奇数 = 1 + 24 ×正奇数
≡ 1 (mod2s, 1<= s<=4 = 2 + 2),

�≡ 1 (mod2s, 2 + 3 = 5<= s<= r),
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{(a2)2}2 = (a4)2 = a23

= 1 + 25 ×正奇数
≡ 1 (mod2s, 1<= s<=3 + 2),

�≡ 1 (mod2s, 3 + 3 = 6<= s<= r),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
a2r−3

= 1 + 2r−1 ×正奇数
≡ 1 (mod2s, 1<= s<=(r − 3) + 2 = r − 1),

�≡ 1 (mod2s, s >=(r − 3) + 3 = r),

a2r−2

= 1 + 2r ×正奇数
≡ 1 (mod2r).

ここでZ∗
2r の群構造の知識が役立つ. 群Z∗

2r の任意の元 aの位数 hは群の位数 2r−1の約数
だから (Lagrangeの定理)必ず 2のべき乗 h = 2nの形に限り, nは n<= r − 1かつ法 2r で
a2n ≡ 1が成り立つ最小の整数,言い換えれば法 2rで次が成り立つものである:

すべてのm < nについて a2m �≡ 1, かつ a2n ≡ 1 (mod 2r).

上から n = r − 2, ord(a) = 2r−2と判明する.
(b)仮定から a = 8j ± 1 = 23+tk ± 1, 3 + t <= 3 + (r− 4) = r− 1, kは正奇数である. (a)と同
様に,

a2 = 1 + 24+tk(±1 + 22+tk) = 1 + 24+t ×正奇数
≡ 1 (mod 2s, 1<= s<=1 + (3 + t) = 4 + t),

�≡ 1 (mod 2s, s >=1 + (4 + t) = 5 + t),

a22

= 1 + 25+t ×正奇数
≡ 1 (mod 2s, 1<= s<=2 + (3 + t) = 5 + t),

�≡ 1 (mod 2s, s >=2 + (4 + t) = 6 + t),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
a2r−3−t−1

= 1 + 2(r−3−t−1)+(3+t) ×正奇数 = 1 + 2r−1 ×正奇数
≡ 1 (mod 2s, 1<= s<=(r − 3 − t− 1) + (3 + t) = r − 1),

�≡ 1 (mod 2s, (r − 3 − t− 1) + (4 + t) = r <= s),

a2r−3−t

= 1 + 2(r−3−t)+(3+t) ×正奇数 = 1 + 2r ×正奇数
≡ 1 (mod 2r).

故に周期は 2r−3−t, r − 3 − t >= r − 3 − (r − 4) = 1である. ■

　A
(r)
3 或いはA

(r)
5 の乗数が両方共最長周期を与えると言っても, a ∈ A

(r)
3 は奇数乗が 8j+3,

偶数乗が 8j+1の形で等間隔でないと嫌われ,同じ点で a ∈ A
(r)
5 が 8j+5, 8j+1の等間隔を

動くとして好まれる事もある 22). 初期値の選択も含めて乱数の乗算合同法として纏めると:

定理 3.8. 法 2rでの乗算合同法系列 xk ≡ axk−1 (mod 2r, r >=4)について, その最長周期は

2r−2 =
2r

4
で, これが実現される必要十分条件は初期値 x0が奇数である事と乗数 aが次の
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条件を満たす事である:

a ≡ 3或いは 5 (mod 8).

乗数 aと初期値 x0の選択で実現される最長周期列 {xk}のすべてを mod 8で見た値は次表
の関係を満たす:

a\x0 1 3 5 7

3 1, 3 3, 1 5, 7 7, 5

5 1, 5 3, 7 5, 1 7, 3

(証明)乗数 a,初期値 x0の選択について,偶数に興味がない事は既に述べた. 表の事項の証
明は xk = akx0の形から容易だから省略する. ■

　既に述べ, (b)でも記した様に,法2rでの乗算合同法では系列の下位ビットほど周期が短くな
る. 極端には法 2ではすべて {1, 1, · · ·},法 8では上の表の通り {3, 1, 3, 1, · · ·}, {5, 1, 5, 1, · · ·}
等がすべてであり,乱数としては用いる事はできない. しかし上位ビットだけが重要な問題
に対してはこの事はあまり欠点とはならないだろう.
　この方法では乗数の選択は素数の法での「原始根」よりさらに簡単で幾らでも選べる. し
かし ParkとMiller24)が指摘する様に「選べる乗数が多すぎる」という面がある;勝手な最
長周期乗数を取る事はできても,どれでも同様なよい乱数系列が得られる訳ではない. 高性
能な乗数に当たる確率は大変小さく,選ぶ前の検定は欠かせない. 次章ではどの様に乱数系
列の性能を評価し,それに基づいて最良乗数を選ぶべきか,という視点からこの事に触れる.

問題 3.9. コンピュ―タ上の乱数発生には漸化式 xk = axk−1 (mod m), 即ち系列 xk = akx0

(mod m), k = 0, 1, 2, · · ·,を法m = 232 = 4294967296,或いはm = 231 = 2147483648として
計算するものが実際によく用いられる. 1000 = 125 × 8は 8の倍数である事に注意して:
(a)次の乗数の中から法m = 232で最長周期 232−2 = 230(= 1073741824)を与えるものを選
びだせ.

a = 1, 3, 5, 36521, 449005, 365275.

(b)あるコンピュ―タ上では法m = 231(= 2147483648)で乗数 a = 65539が用いられた. こ
れも最長周期 231−2 = 229(= 536870912)を与える事を示せ.
(解) (a)最長周期の条件は a ≡ 3又は 5 (mod 8)である. 1000は 8の倍数だから aの下 3桁
だけが問題である. 1,7はだめ, 3,5は良い.

36521 ≡ 521 = 65 × 8 + 1 ≡ 1 (mod 8),

449005 ≡ 5 (mod 8),

365275 ≡ 275 = 34 × 8 + 3 ≡ 3 (mod 8).

故に最長周期を与えるのは 3,5,449005,365275である.
(b) 65539 ≡ 539 = 67 × 8 + 3 ≡ 3 (mod 8). 故に最長周期 229が得られる. (問題 3.9.終り)

　上の問 (b)の乗数aは以前に見た様にa = 216+3の関係を満たし, a2−6a+9 ≡ 0 (mod 231)

が成り立つので,系列 xk ≡ akx0は漸化式

xk+2 − 6xk+1 + 9xk ≡ 0 (mod 231)
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に従うのだった. これは乱数系列としては大変好ましくない;最長周期の保証だけでは乱数
系列の乗数として適当とは限らない.
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4. スペクトル検定

4.1. 乗算合同法乱数列の格子構造

　スペクトル検定は,法が約 230－ 240程度の線形合同或いは乗算合同法の乗数の選択 (それ
は乱数ル－チンの選択そのものだが)のための,経験的に最も信頼できる性能評価を与える.
この検定内容の理解は,線形合同法や乗算合同法の性能と限界,そして同時にこれらの乱数
が関係する大変美しく魅力的な数学原理の 1面,を構造的に把握する道でもある. スペクト
ル検定そのものにも勿論限界はあり,利用では我々はそれを心得て掛からなければならな
い. これらの重要な展望を得るために,また次の章からの有限体や環の関係する考察の必要
性を見積もるために,以下最も記述の簡単な,素数 pを法とする乗算合同法の場合 23)を取上
げて進もう.
　素数の法 pに対する乗算合同法 xk = axk−1 (mod p)で乗数 aをZ∗

pの原始根に選べば,
系列 {xk| k = 0, 1, · · ·}はZ∗

pのすべての数を 1度ずつ巡り最長周期 p− 1が得られる事を
我々は知った. この場合系列の一般項は xk = akx0で,出発値 1<=x0 ≡ aj <= p− 1の選択は
巡回する

a1, a2, · · · , ap−1 ≡ 1, a1, a2, · · · (mod p)

のどこから系列を始めるかを決めるだけだから,得られる乱数系列は本質的に一意である.
乱数の使用目的からは容易な初期値の設定で最長周期が確実に得られる事が強く好ましい
から,法 pの乗算合同法乱数を設計する場合乗数 aの選択が原始根に限られる事は当然であ
る. しかしそれだけでは十分ではない. 例えば法 p = 231 − 1 = 2147483647での最小の原始
根は a = 7だが,これを乗数とする事は系列周期が最長ではあっても乱数としては論外であ
る. しかしそれなら,異なる原始根の選択で乱数系列はどう変るのだろうか. 簡単な例で見
よう.
　法 11の乗法群Z∗

11 = {1, 2, 3, · · · , 10}を考える. Z∗
11の元の総数 (位数)は 11－ 1 = 10で,

その中に最大位数 10の原始根は

φ(10) = φ(2 × 5) = 10 × (1 − 1

2
)(1 − 1

5
) = 4

個存在する. 最も計算の簡単な 2の羃乗を調べると

21 = 2, 22 = 4, 23 = 8, 24 = 16 ≡ 5, 25 ≡ 10 ≡ −1 (mod 11)

で ord(2) = 10, 2は法 11での原始根である. だから 10と素な (10との最大公約数が 1の,或
いは 10と共通な素因数 2,5を持たない)数 1,3,7,9によって作られる 2の羃乗,

21 = 2, 23 = 8, 27 ≡ −4 ≡ 7 ≡ 210−3 ≡ (23)−1, 29 ≡ −5 ≡ 6 ≡ 210−1 ≡ (21)−1,

の 4個が原始根のすべてだとわかる. ここで 2k×210−k = 210 ≡ 1を用いた. 法 11での「乗
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算合同法乱数系列」にはこうして,乗数を aとして

a = 2の系列 xk = 2kx0とその逆行系列 xk = (2−1)kx0 = 6kx0,

a = 7の系列 xk = 7kx0とその逆行系列 xk = (7−1)kx0 = 8kx0,

の本質的に 2種類の系列の選択がある. これらの系列について, xy平面に点 Pk = (xk, xk+1)

を k＝ 0, 1, · · · , 10についてプロットした図,最初にこの図の著名な利用を行った
Marsaglia25)に因んで (2次元)マルサリア図Marsaglia plotと呼ぼう,を作ろう.

問題 4.1. 法 11の乗法群Z∗
11 = {1, 2, 3, · · · , 10}の原始根 a = 2, 7について:

(a) a = 2の冪乗系列の 2次元Marsaglia図を作れ.
(b) a = 7の冪乗系列でも 2次元Marsaglia図を作れ.
(解) (a)羃乗をすべて計算すれば

20 = 1, 21 = 2, 22 = 4, 23 = 8, 24 ≡ 5, 25 ≡ 10,

26 ≡ 9, 27 ≡ 7, 28 ≡ 3, 29 ≡ 6, 210 ≡ 1 (mod 11).

だから点 (1, 2), (2, 4), (4, 8), (8, 5), (5, 10), (10, 9), (9, 7), (7, 3), (3, 6), (6, 1),を描けばよい.
(b)同様に

70 = 1, 71 = 7, 72 ≡ 5, 73 ≡ 2, 74 ≡ 3, 75 ≡ 10,

76 ≡ 4, 77 ≡ 6, 78 ≡ 9, 79 ≡ 8, 710 ≡ 1 (mod 11)

となるから点 (1, 7), (7, 5), (5, 2), (2, 3), (3, 10), (10, 4), (4, 6), (6, 9), (9, 8), (8, 1)を●で描け

(a)乗数 a = 2の 2次元Marsaglia図 (b)乗数 a = 7の 2次元Marsaglia図

ばよい. その結果は (a)と共に上の図に示す通りである. (問題 4.1.終り)

　上のどちらの結果でも注目すべき事の第 1は,点がきちんとした 2次元格子を作っている
事である. 現実的ではないが,仮に法 11で乱数系列を xk ≡ akx0 (mod 11)で k = 0, 1, · · ·
と作るとすれば,乗数 a = 2と a = 7とはZ∗

11の数 1から 10までを 1度ずつ作り,最長周期
10を実現する基本性能では同等で甲乙付け難い. しかしこれらの図はさらに xkと xk+1の
擬似的な独立性の比較を可能にする. xkと xk+1の出方が独立 (関係ない)なら,点 (xk, xk+1)

で xk+1は xkに関係なく左右も遠近も同様に出るはずだから,その結果は「全体として」平
面内にほぼ濃淡なく均等に分布する事が好ましいだろう. 現実には a = 2の系列は 2本の直
線に強く密集しそのかわりそれらの線の間隔は疎で,明らかに a = 7の点の方が平面内での
2次元分布として均等で高性能と見える. 「見える」だけでは客観的論理的ではない. スペ
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クトル検定はこの性能評価を数量化体系化し,視覚判断によらず計算機上で最良の乗数を
選択する事を可能にする方法である.

　一般に系列の相続く l個を l連 (l-string, l-tuple)と名付けよう. l連は

Pk = (xk, xk+1, · · · , xk+l−1) ≡ xk(1, a, a
2, · · · , al−1) (mod p), 0<= k <= p− 2

の形である. これを l次元ユ－クリッド空間Elの点の座標と考えると,各 xkを法 pで考え
るのだから,点 Pkは実際には体積が plである立方体

Cl := {(x0, x1, · · · , xl−1)| 0<=xk < p}
(これを「周期胞 periodic cell」とでも呼ぼう)の中へ各座標の法 pでの値を取って引き戻
さなければならない. この周期胞内の点のプロットが l次元Marsaglia図である. 法が素数
pの乗算合同法では 1<=xk <= p− 1で, xk ≡ 0となる座標は決して現れず,特に 0の l連
(0, 0, · · · , 0)は現れない. そこで以下このMarsaglia図とそれに関係した整数座標の点の集
合Glを次の様に取る:

(i) l次元ユ－クリッド空間El中で系列 {xk}の l連の表す点全体に 1点 (0, 0, · · · , 0)

=0 × (1,a, a2,· · · , al−1)を付け加えた点集合を考え,
(ii)それらの点のすべてを pを周期としてEl全体へ拡張した像 (格子,独Gitter)
をGlと定義する.

　上の図 (a),(b)には (i)で付け加えた原点に●を記入しなければならない. G2はさらにそ
の図の点のすべてを (ii)によって全軸方向 (この 2次元の場合 x, y方向)へ法 p(= 11)で次々
拡張したものと同じだから,これら l = 2の図の表示範囲ではそれは残る 3つの隅にも●が
付け加えられたものとして見える事になるが,周期胞C2は 0<=x, y < pの範囲だから,その
中には全体で p個の点が配置される. この周期胞内のGlの点の総数 pは次元 lを変えても
変らない;異なる l連の総数は (xk, xk+1, · · · , xk+l−1)の k = 1, 2, · · · , p− 1に対する p− 1個
と加えられた (0, 0, · · · , 0)の p個しかない.
　まず (i)で原点を付け加え,それらを (ii)で l個の座標方向にそれぞれ周期 pで平行移動し
た (法 pで合同な座標を持つ)点を合せた点の集合Glが「格子」となる事をDieter26)に
従って一般に示そう. 念のため, l次元空間の格子を定義しておく:

定義 4.2. l次元ユークリッド空間Elの l 個の 1次独立なベクトルの組 {e1, e2, · · · , el}37が
与えられた時,これらの整数係数 1次結合を位置ベクトルとする点の全体

L = L(e1, e2, · · · , el) := {c1e1 + c2e2 + · · ·+ clel| cjは整数 0,±1,±2, · · ·, 1<= j <= l}
を {e1, e2, · · · , el}を基 baseベクトルとする格子と言う. (定義 4.2.終り)

Corollary 4.3. 素数 pの法での原始根 a及び正の整数 lを任意に取ると, Glは l次元ユーク
リッド空間El中の格子を作り,基ベクトルの 1組は次で与えられる:

e1 := t(1, a, a2, · · · , al−1), e2 := t(0, p, 0, · · · , 0), · · · , el := t(0, 0, 0, · · · , p).

37行列計算での便宜から太文字 eは列ベクトル, teはその転置行ベクトルと約束する. {e1, e2, · · · , el}がEl

で 1次独立とは, l個の実数 {α1, α2, · · · , αl}によるこれらのベクトルの 1次結合 α1e1+α2e2+· · ·+αlel が零
ベクトル 0になるのが α1 = α2 = · · · = αl = 0以外にはない事を言う. よく知られる様にこれは l個の l次元
ベクトル {e1, e2, · · · , el}を列ベクトルとする l × l行列の行列式が 0ではない事と同じである.
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(証明)始めに最長周期乗算合同法乱数 xkの 1周期に 0を加えると,順番は (望むらくは)で
たらめに見えるが,実現される法 pでの値は全体として必ず 0, 1, 2, · · · , p− 1を 1度ずつす
べて巡回している事,そして命題で定義された {e1, e2, · · · , el}が実数係数で考えて明らかに
空間の次元 lと同数の 1次独立ベクトルである事に注意する. さて,ベクトル e1の定義から

xke1 = xk
t(1, a, a2, · · · , al−1) ≡ t(xk, xk+1, xk+2, · · · , xk+l−1) (mod p)

であって, xkから始まる l連は xke1と表される. 点集合Glの任意の点はある kに対するこ
の xke1を l次元空間の各軸毎に pの整数倍の移動を行って得られる. 具体的には第 1座標
方向の p移動 (周期移動)を表すベクトルは

e′
1 := t(p, 0, · · · , 0) = pe1 − ae2 − a2e3 − · · · − al−1el,

第 2から第 l座標軸について e2 = t(0, p, 0, · · · , 0), · · ·, el = t(0, 0, 0, · · · , p)は明らかに p移
動だから,このGlの任意の点の位置ベクトルuはある整数の組 {xk, j1, j2, · · · , jl}によって

u = xke1 + j1e
′
1 + j2e2 + · · ·+ jlel

= (xk + j1p)e1 + (j2 − j1a)e2 + · · ·+ (jl − j1a
l−1)el

= j′1e1 + j′2e2 + · · ·+ j′lel

と表される. j′1 = xk + j1p, j′2 = j2 − j1a, · · ·, j′l = jl − j1a
l−1はすべて整数で, Glの任意の点

の位置を表すこのベクトルは格子L(e1, e2, · · · , el)に属す;これでGl⊂Lが示された.
　逆に格子L(e1, e2, · · · , el)の任意の点を考えよう. 定義 4.2からこれはある整数の組 j1, j2,

· · · , jlによる一次結合 j1e1 + j2e2 + · · · + jlelを位置ベクトルに持つ. j1を pで「整数とし
て」割り算を行った商を q,余りを r,即ち j1 = pq + r ≡ r (mod p), 0<= r < p,とすれば,

j1e1 + j2e2 + · · ·+ jlel = (pq + r) t(1, a, a2, · · · , al−1) + j2
t(0, p, 0, 0, · · · , 0)

+j3
t(0, 0, p, 0, · · · , 0) + · · ·+ jl

t(0, 0, · · · , 0, p)
= r t(1, a, a2, · · · , al−1) + j′1

t(p, 0, 0, 0, · · · , 0) + j′2
t(0, p, 0, 0, · · · , 0)

+j ′3
t(0, 0, p, 0, · · · , 0) + · · ·+ j′l

t(0, 0, · · · , 0, p),
j′1 = q, j′i = ji + ai−1q, 2<= i <= l,

が成り立つ. これは l連 xke1 = t(xk, xk+1, · · · , xk+l−1)の xk ≡ rの場合, aは法 pでの原始根
だからその様な場合は乱数に値 0も含めたものには必ずある,に相当する点を各座標軸方向
に周期 pの整数倍移動したもので勿論Glの点である. 故に格子 L(e1, e2, · · · , el)の任意点
はGlに含まれ L(e1, e2, · · · , el)⊂Glも成り立つ事がわかり, Glと格子 L(e1, e2, · · · , el)は同
一の位置ベクトルの集合,点の集合である. ■

4.2. スペクトル検定

　 l次元格子を作ると言っても,既述の通り周期胞に実際に配置される乗算合同法 1周期分

の点の総数は p− 1で一定, l次元空間の整数格子点全体の中での占拠密度
p− 1

pl
≈ 1

pl−1
は
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次元 lと共に急激に小さくなる. それはしかたがないとして,問題はその薄い点密度の前の
図の様なばらつきの評価である. スペクトル検定は,乗数 a毎にEl中の平行な (超)平面群
でGlの全格子点を含むものをすべて考え,平面群の間隔を計算し,平面群すべてについて
のこの間隔の最大値の逆数をその乗数の性能の指標とする. つまり平面群の間隔の最大値
が小さい乗数に高い評価を与える. この方法では上の法 11の例で言えば,明らかに乗数
a = 7が a = 2に勝る妥当な結論が導かれる.
　 Elの中で法線ベクトル v = t(v1, v2, · · · , vl)を持
つ平面の点 x = t(x1, x2, · · · , xl)は 1次方程式

x · v = x1v1 + x2v2 + · · ·+ xlvl = s

に従う. 同一の法線ベクトル vを持つ平行な 2平面

x · v = x1v1 + x2v2 + · · ·+ xlvl = s,

x� · v = x′1v1 + x′2v2 + · · · + x′lvl = t

の間隔 dは,ベクトル vのユ－クリッド長さ |v| :=
√
v2
1 + v2

2 + · · ·+ v2
l と単位ベクトル e :=

v

|v| とを導入すると,右上の図のように

d = |(x − x�)·e| =
|x · v − x′ · v|

|v| =
|s− t|
|v|

で与えられる.38 われわれの問題は次である: 乗数 aできまる乱数の l連の作る l次元格子
Glに対して,法線ベクトル vを持つ平面群でGlの格子点を含むものの最大間隔はどのよう
な vに対するものか. そしてその vと最大間隔とはどのように発見,算出されるか ?
　Dieter26)に沿って見る. 問題解決の鍵はElの基ベクトルを格子Glの基ベクトル {e1, e2,

· · · , el},再記すれば

e1 := t(1, a, a2, · · · , al−1), e2 := t(0, p, 0, · · · , 0), · · · , el := t(0, 0, 0, · · · , p),

で表し,法線ベクトル vについてはGlのこの基底に対応する別の基ベクトルの組39:

e∗
1 := t(p, 0, · · · , 0), e∗

2 := t(−a, 1, 0, · · · , 0), e∗
3 := t(−a2, 0, 1, · · · , 0),

· · · , e∗
l := t(−al−1, 0, 0, · · · , 1); ei · e∗

j = pδij,

を導入して vを表すと同時に {e∗
j}が生成する (逆)格子G∗

l を考える所にある. もとの格子
Glの任意のベクトルu, (逆)格子G∗

l の任意の法線ベクトル vのそれぞれについて,デカル

38点 x′ から平面 x · v = sへの距離が
|x′

1v1 + x′
2v2 + · · · + x′

lvl − s|√
v1

2 + v2
2 + · · · + vl

2
=

|x′ · v − s|
|v| である事を既知とす

ればこの距離 dはさらに簡単に見通される.
39これはフ－リエ解析の場合の波数ベクトルの基底に相当する. これらが作る格子はG∗

l と書かれ,物性物理
では「(結晶の)逆格子」,数学では双対 (そうつい)格子,と呼ばれる. Gl の基ベクトルを列ベクトルとして作
られる l×l行列を Aとすれば,逆行列 A−1 を用いて以下に与えられる逆格子の基ベクトルは pA−1 の行ベク
トルの転置である,と簡単に言える. ∗ に転置の意味を含ませる事もあるが,ここではそうまではしない.
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ト座標成分での表示と基底 {ei}, {e∗
j}での表現とを区別して次の様に記そう:

u := t(u1, u2, · · · , ul) = u′1e1 + u′2e2 + · · ·+ u′lel,

v := t(v1, v2, · · · , vl) = v′1e
∗
1 + v′2e

∗
2 + · · ·+ v′le

∗
l .

eiと e∗
j の直交性 ei·e∗

j = pδijから,これらのベクトルの内積は次の 2通りに表される:

u · v = u1v1 + u2v2 + · · · + ulvl = p(u′1v
′
1 + u′2v

′
2 + · · ·+ u′lv

′
l).

　眼目の「格子Glの点を含む平面群に最大間隔を与える法線ベクトル v」の探索に向かお
う. 逆格子の双対基底 {e∗

1, e
∗
2, · · · , e∗

l }は上に与えられた形からも明らかに 1次独立だから,
任意の法線ベクトルは v = v′1e

∗
1 + v′2e

∗
2 + · · ·+ v′le

∗
l と表せる. 直交デカルト成分であろうと

双対基に関する双対座標 {v′1, v′2, · · · , v′l}であろうと, vの方向は成分の比だけで決まるから
問題はこれらの比である.
　まず双対座標 {v′1, v′2, · · · , v′l}が無理数比を持つものは考えなくてよい事を示す. 例えば
v′2 = αv′1, αは無理数の場合,格子Glの位置ベクトルu = u′1e1+u

′
2e2, u′1, u

′
2は整数,を考え

るとu · v= pv′1(u
′
1 + αu′2)となるが,任意の正の整数N に対して必ず |u′1 + αu′2| <

1

N
とな

る整数 u′1, u
′
2がある.40 故に無理数比の双対座標を持つ法線ベクトル vでは超平面の方程式

u · v = sで格子Glの点uがその上にあるように与えるべき sの値にもその間隔 (従って元
の格子の空間での平面間隔)にも最小の正の値がなく,そのような vはこれを法線ベクトル
に持つ「平面の間隔の最大値」を求める問題では考える必要がない. 一方有理数比の双対
座標を持つ vは,全座標を比の分母の (最小)公倍数倍し必要なら共通の無理数因子で割っ
て,向きを変えずに整数成分に直せる. だから平面群の法線ベクトル vとしては
v = v′1e

∗
1+v

′
2e

∗
2+· · ·+v′le∗

l で v′1, v′2, · · ·, v′lがすべて整数のもの,即ち逆格子ベクトル v ∈ G∗
l

だけで考えればよい.
　uを格子Glの任意ベクトル, vを逆格子G∗

l のあるベクトルとすると,

u · v = p(u′1v
′
1 + u′2v

′
2 + · · ·+ u′lv

′
l)

で座標 {u′1, u′2, · · · , u′l}はすべての整数値の組を動き, {v′1, v′2, · · · , v′l}はある固定された整数
値の組である. 上の式の右辺が pの倍数である事は明らかだが,もっと精密に次の重要な関
係が成り立つ:

定理 4.4. 整数の組 v′1, v
′
2, · · · , v′lの最大公約数を z = GCD(v′1, v

′
2, · · · , v′l)と記す (z >= 1).

{u′1, u′2, · · · , u′l}がすべての整数値を動く時,

40無理数 α の有理数 − u′
1

u′
2

による近似を考えればこの事は直感的に明らかだが次のような証明もある.

α, 2α, · · ·は皆無理数で,それぞれ適当な整数を差し引いて α−m, 2α−n, · · ·がすべて区間 (0, 1)に入るように
できる. 我々の親しんだ用語では「α, 2α, · · ·を法 1で考える」と言ってもよい. これらは互いに法 1で合同 (差

が整数)になる事もなく,また区間 [0, 1]をN 等分した
1
N
の幅のN 個の小区間, {[ j

N
,

j + 1
N

], 0 <= j <= N −1},

のどの境界 (有理数点である)とも一致しない無限個の点となる. だから少なくともどれか 1つの小区間には
必ず 2つ以上の点が入り (「Dirichletの引出し/部屋割り論法」と言われる),

|(jα − m) − (kα − n)| = |(−m + n) + (j − k)α| = |u′
1 + u′

2α| <
1
N

となる整数 u′
1 := n − m, u′

2 := j − kがある. ■
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f(u′1, u
′
2, · · · , u′l) := u′1v

′
1 + u′2v

′
2 + · · · + u′lv

′
l

は z = GCD(v′1, v
′
2, · · · , v′l)の倍数全体を動き,それ以外の値は取らない.

(証明) f の取る値の全体の集合を Sと置く. Sの任意の要素 a,ある整数の組 u′1, u
′
2, · · · , u′l

に対する a = f(u′1, u
′
2, · · · , u′l),の値は自明に整数である. aは v′1, v

′
2, · · · , v′lの整数係数 1次

結合だから v′1, v
′
2, · · · , v′lの公約数の任意の 1つ (特にそれらの最大公約数

z = GCD(v′1, v
′
2, · · · , v′l))によって割り切られ, 0ではない a ∈ Sの絶対値は zより大きいか

等しい. また任意の整数 s, tと別の任意の整数の組 u′′1, u
′′
2, · · · , u′′l に対しては

sf(u′1, u
′
2, · · · , u′l) ± tf(u′′1, u

′′
2, · · · , u′′l ) = f(su′1 ± tu′′1, su

′
2 ± tu′′2, · · · , su′l ± tu′′l ) (複号同順)

も成り立つ. だから a, b ∈ Sなら sa± tb ∈ Sである. 特に t = 0として Sの任意の数 aの任
意の整数 s倍も Sに属している. Sの正の最小値を hと置こう. 上の事から必ず
h>= z = GCD(v′1, v

′
2, · · · , v′l)である. h ∈ Sなのだから

h = f(u′′1, u
′′
2, · · · , u′′l )

と与える整数の組 {u′′1, u′′2, · · · , u′′l }が存在する. 今 Sの任意の数

a := f(u′1, u
′
2, · · · , u′l)

を hで割って a = hq + r, 0<= r < hと置くと,

0<= r = a− qh = f(u′1, u
′
2, · · · , u′l) − qf(u′′1, u

′′
2, · · · , u′′l )

= f(u′1 − qu′′1, u
′
2 − qu′′2, · · · , u′l − qu′′l ) ∈ S

が成り立つ. 故に r >=0も Sの元で hより小さく, hが Sの中で正で最小なのだから r = 0で
aは hで割り切れる. こうして Sの数は hの倍数だけから成り立つ事がわかり, hのすべて
の倍数は Sに属すから, Sは hの倍数の全体と一致する. しかも上で見た様に, v′1, v′2, · · ·,
v′lの整数係数 1次結合として Sのすべての数は v′1, v

′
2, · · · , v′lの最大公約数 z = GCD(v′1, v

′
2,

· · · , v′l)で割り切れ,特に hは zで割り切れて h >= zである. 逆に例えば f(1, 0, · · · , 0) = v′1
∈ Sだから±v′1は hで割り切れ,同様に v′2, · · · , v′lもすべて hで割り切れる; hは v′1, v

′
2, · · · ,

v′lの公約数である. 当然 hは最大公約数 zの約数で h<= zが上の h>= zとあわせて成り立つ.
これは h = zである事,そして Sは v′1, v

′
2, · · · , v′lの最大公約数の倍数全体と一致する事,を

証明する. ■

　こうして法線ベクトル vを止め, uが格子Glのすべての点を動く時のu · v = p(u′1v
′
1+

u′2v
′
2 + · · ·+ u′lv

′
l)の取る値の集合は「{v′j}の最大公約数 z = GCD(v′1, v

′
2, · · · , v′l)」を用いて

{kzp| k = 0,±1,±2, · · · }

と表されるとわかった. 法線ベクトルは方向だけが問題だから,整数の双対座標 {v′j}を公約
数で割り, {v′j}の最大公約数GCD({v′j}) = 1であるものだけを考えて十分である. 即ち

v = v′1e
∗
1 + v′2e

∗
2 + · · ·+ v′le

∗
l ∈ G∗

l , GCD(v′1, v
′
2, · · · , v′l) = 1,

の形の逆格子ベクトルだけで考えてよい. この様な vをG∗
l の既約なベクトルと呼び,その

全体を暫くの間G �
l と記す事にしよう. 上の結果も含めた展望は次である:
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Lemma 4.5. (a)任意の v ∈ G �
l に対して, Glの任意ベクトルuの与える内積

u · v = p(u′1v
′
1 + u′2v

′
2 + · · ·+ u′lv

′
l)

の値は pの整数倍であり,その全体を巡る.
(b) l次元ユークリッド空間Elの中で任意の v ∈ G �

l を共通法線ベクトルとする間隔

d :=
p

|v| の平行平面群

u · v = p(u′1v
′
1 + · · · + u′lv

′
l) = 0,±p,±2p, · · ·

は,右辺のどの値に対しても格子Glの点uを必ず含み,且つこれら平行平面群の上に格子
Glのすべての点uは含まれる.
(証明) (a)は定理 4.4.で見られた事にGCD(v′1, v

′
2, · · · , v′l) = 1を入れて得られる事, (b)はそ

の言い換えと上の式の表す平行平面群間隔についての言及の追加である. ■

　スペクトル検定は,与えられた乗数 aについて,それで決まる l次元逆格子G∗
l を取り,す

べての既約な逆格子ベクトル v ∈ G �
l を法線ベクトルとする平行平面群の間隔

p

|v| の最大

値を求めて乗数 aの評価とするものだとわかった. そのためには既約な逆格子G�
l の 0ベク

トルではない vの全体についてそのユ－クリッド長さ |v|の最小値を求めればよい. 逆格子
G∗

l の任意ベクトル vは必ずある既約な逆格子ベクトルの整数倍であり,従って長さも整数
倍だから,最小長さのベクトルの探索を行う上では vを既約な逆格子に限る必要はない;双
対座標が最大公約数 1になっているかどうかに煩わされる事なく,逆格子G∗

l の全ベクトル
から探索すればよいのである !
　これを行う事に考えを進めよう. 逆格子ベクトル v ∈ G∗

l の長さ |v|の計算ではデカルト
座標ベクトル v = t(v1, v2, · · · , vl)が活躍する. 整数デカルト座標の vがすべてG∗

l の逆格子
ベクトルを与える訳ではないが判定条件は簡明である:

Corollary 4.6. デカルト座標ベクトル v = t(v1, v2, · · · , vl)が逆格子G∗
l の元であるために

は, v1, v2, · · · , vlが整数で次が成立つ事が必要十分である:

v1 + v2a+ v3a
2 + · · ·+ vla

l−1 ≡ 0 (mod p).

(証明)「vが逆格子ベクトルである, v ∈ G∗
l」事は整数の v′1, v

′
2, · · · , v′l対して

v = v′1e
∗
1 + v′2e

∗
2 + · · · + v′le

∗
l

が成り立つ事と同値だから, e∗
1,e

∗
2,· · · ,e∗

l の形 (p.53)を入れると,デカルト座標として

v1 = pv′1 − v′2a− v′3a
2 − · · · − v′la

l−1; vj = v′j (2<= j <= l)

が成り立ち,すべて整数である. これから直ちに

v1 + v2a + v3a
2 + · · · + vla

l−1 = pv′1 ≡ 0 (mod p),
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即ち命題中の式が得られる;故にこの式は整数デカルト座標 v1, v2, · · · , vl のベクトルが逆
格子ベクトルである必要条件である. 逆にこの式が右辺 = pq, qも整数,で成立する整数デ
カルト座標のベクトル v = t(v1, v2, · · · , vl)については

v = t(pq − v2a− v3a
2 − · · · − vla

l−1, v2, · · · , vl)

= qe∗
1 + v2e

∗
2 + · · · + vle

∗
l ∈ G∗

l

である. だからこの式は整数デカルト座標 v1, v2, · · · , vl を持つベクトル vが逆格子ベクト
ルである十分条件でもある. ■

　再記になるが,これらの結果を次の定理にまとめよう:

定理 4.7. (a)素数 pの乗法群Z∗
pの生成元 aを乗数とする乗算合同法乱数の l連が定める l

次元格子Glのすべての格子点を含む平面群の最大間隔 dmax(l)は,逆格子G∗
l のベクトル

v �≡ 0の長さ |v|の最小値 |v|minから dmax(l) =
p

|v|min

で与えられる.

(b) |v|minを与える vの探索は 0ばかりではない整数デカルト座標 v1, v2, · · · , vl で条件

v1 + v2a + v3a
2 + · · ·+ vla

l−1 ≡ 0 (mod p).

を満たすものを持つ vの上だけで行えばよい. (定理 4.7.終り)

　G∗
l の逆格子ベクトル v,即ち上の条件を満たす整数デカルト座標 v1, v2 · · · , vl を持つも

の,は無限個あるが,その具体的な基 {e∗
j}の 1組が既知だから,すべての 1<= j <= lに対して

|v|min<= |e∗
j |は明らかで,最短ベクトルは大きさ |v|が {|e∗

j | | 1<= j <= l}の最小値,高々p程度,
以下の整数座標を持つ v ∈ G∗

l の中で探せばよい. これは始めから有限探索問題である. 勿
論乱数では pは 231程度以上と大きいから,有限探索と言っても実用には工夫がいる.
　この探索アルゴリズムはDieter26)に与えられ, Knuth2),伏見 4)にもプログラムとして示
されている. 法 2rでの乗算合同法その他でのスペクトル検定に関しては関連文献 27),28),26)

を,特に線形合同法を主眼としてはKnuth52)を引用する.

　 FishmanとMoore29)は素数の法 231 − 1 = 2147483647の乗算合同法について, l = 2か
ら l = 6までの dmax(l)が理論的に取り得る最小の値41の 125%以内に収まる乗数 aをすべて
の原始根 φ(2147483646) = 534600000個の中から探した. ParkとMiller24)が「ヘラクレス
(の力技)的 herculean」と形容したこの精査では約 400の乗数が 7.5× 10−5%の確率で検定
基準に合格したという. 第 1位の乗数 a = 950706376等は IMSLの乱数ル－チン等にも組込
まれていた.
　同様の基準で Fishman30)は法 232の場合のすべての乗数についても検定を行った. 合格し
たのは 132個で,合格率はやはり 4.9× 10−5%の程度である. これらの結果は原始根や a ≡ 5

(mod 8)の乗数をでたらめに取っても,とても高性能なものには当たらない事を示す. まさ
に ParkとMiller24)の表題, ”Good random number generators are hard to find”の通り
で,この様な選択実装の問題についてはこの報告が再びよい情報源として勧められる.
　スペクトル検定の内容,乱数系列の l連のElでの美しい格子構造は,そんなに大きくない
lまでの分布しか必要としない問題については, Lehmer以来追及された乗算合同法の見事

41これら可能な最小値についてはすぐ後のこの章の付録で l = 2, 3の場合について触れる.
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な適合を明らかにし,徹底した検定からの最良結果の安全な利用を可能にする. 勿論我々は,
乗算合同法 l連の分布密度の上限≈ p−l+1から生じる本質的な短所と,それを克服するため
の (Tausworthe他の)方法等の必然も同時に見出した訳であるが.

問題 4.8.(a)ベクトル e∗ �= 0と f ∗,例えば e∗ = t(x1, x2, · · · , xl), f∗ = t(y1, y2, · · · , yl), l >=2

が与えられた時,実数 tに対するベクトル f ∗ − te∗の長さの 2乗

|f ∗ − te∗|2 = t2e∗ · e∗ − 2te∗ · f ∗ + f ∗ · f ∗, |e∗| > 0

の最小値は t =
e∗ · f ∗

|e∗|2 の時の値 |f ∗|2 − (e∗ · f ∗)2

|e∗|2 で与えられる事,また f ∗ − te∗ �= 0な

らこの tが (f ∗ − te∗) ⊥ e∗を意味する (シュミット Schmidtの直交化である)事を示せ.

(証明) |f ∗ − te∗|2 = |e∗|2

t2 − 2t

e∗ · f∗

|e∗|2 +


 e∗ · f ∗

|e∗|2



2

+ |f ∗|2 − (e∗ · f∗)2

|e∗|2

= |e∗|2

t− e∗ · f ∗

|e∗|2



2

+ |f ∗|2 − (e∗ · f∗)2

|e∗|2 .

この最小値は t =
e∗ · f ∗

|e∗|2 の時の |f ∗|2 − (e∗ · f ∗)2

|e∗|2 である. e∗と f ∗ − t′e∗との直交条件は

e∗ · (f∗ − t′e∗) = e∗ · f ∗ − t′e∗ · e∗ = 0, t′ =
e∗ · f ∗

|e∗|2 ,

だから上の最短の f ∗ − te∗は e∗と直交する. ■

問題 4.8.(b)問題 4.1.では法 11の乗算合同法乱数として乗数に法 11の原始根 aを取った系
列xk = ak (mod 11)の 2連の作る 2次元Marsaglia図を作った. a = 2の場合のp.50の (a)
図での dmax(2) = dmaxを考えよう. 我々の考察によると,それは 2次元逆格子基ベクトル42

e∗ =

( −a
1

)
=

( −2

1

)
, f∗ =

(
p

0

)
=

(
11

0

)

の整数係数 1次結合ベクトル

v = j′e∗ + k′f ∗, j′, k′は共に 0になる事はない整数,

の長さ |v|の最小値 |v|minによって dmax =
p

|v|min

=
11

|v|min

で与えられる. デカルト座標

v =

(
j

k

)

で言えば,条件

j + ak = j + 2k ≡ 0 (mod 11)

を満たす整数の組 {j, k}に対して |v| =
√
j2 + k2の (0ではない)最小値を求めればよい. 既

に e∗が長さ |e∗| =
√

22 + 12 =
√

5を満たす逆格子ベクトルとして存在するから,整数 j, k

42一般に逆格子基ベクトルの中で e∗
1が一番長いので以下これを f∗と書き, 2次元で残る逆格子ベクトル e∗

2

を e∗ と記す.
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としては j2 + k2<= 5,即ち |j|, |k|<=2となるものだけを考えれば十分である. 人間計算機に
なってこれらをしらみ潰しに調べ,下表を完成して |v|minと dmaxを求めなさい.

(解) {j, k}と {−j,−k}は同じ |v|を与えるから j >=0だけでよい. 法 11で表は次の通り:

j 0 1 2

k ±1 ±2 −2 −1 0 1 2 −2 −1 0 1 2

j + 2k ±2 ±4 −3 −1 1 3 5 2 0 2 4 6

j + 2k ≡ 0 ○

|v| =
√
j2 + k2

√
5

上の表から j, kとしてはただ 1組±e∗に相当するものだけが発見されて

|v|min =
√

5, dmax =
11

|v|min

=
11√

5
. (問題 4.8.(b)終り)

問題 4.8.(c)法 p = 11で原始根 a = 7を乗数に取る場合には逆格子の基ベクトルは

e∗ =

( −a
1

)
=

( −7

1

)
, |e∗| =

√
50, f ∗ =

(
p

0

)
=

(
11

0

)
, |f ∗| = 11,

である. これらのベクトルはかなり長いので,逆格子基ベクトルが tを任意の整数として
{e∗,f ∗

1 := f ∗ − te∗}でもよい事43を利用して |f ∗
1| = minとなる f∗

1で f∗を置き換える.
|f ∗

1| = |f ∗ − te∗|が最小になるのは,問題 4.8.(a)によれば

t =
e∗ · f∗

|e∗|2 =
−77

50
= −1.54

の場合だが,これは整数ではないので最も近い整数の場合, f ′ := f∗ + e∗, f ′′ := f ∗ + 2e∗の
2つを考え,長さの短い方を f ∗

1としよう. f ∗
1を決定しなさい.

(解) f ′ =

(
11 − 7

0 + 1

)
=

(
4

1

)
, |f ′| =

√
17,

f ′′ =

(
11 − 14

0 + 2

)
=

( −3

2

)
, |f ′′| =

√
13.

故に f∗
1 = f ′′ =

( −3

2

)
, |f ∗

1| =
√

13. (問題 4.8.(c)終り)

問題 4.8.(d) |f ∗
1| < 4なので,もう v = t(j, k)でそのデカルト座標が条件

j + ak = j + 7k ≡ 0 (mod 11), |j|<=3, |k|<=3

を満たすものをしらみ潰しに調べ上げてその長さ
√
j2 + k2の最小値を直接求めよう. 下の

表を完成し, |v|minと dmax =
11

|v|min

を決定しなさい.

(解)

43確かに, me∗ + nf∗
1 = (m − nt)e∗ + nf∗ は, m, nがすべての整数を動く時, m′e∗ + nf∗ の形のすべての

整数の組m′ = m − nt, nに対するベクトル全体,即ち全逆格子ベクトルを動く.
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j 0 1

k ±1 ±2 ±3 −3 −2 −1 0 1 2 3

j + 7k ±7 ±14 ±21 −20 −13 −6 1 8 15 22

j + 7k ≡ 0 ○

|v| =
√
j2 + k2

√
10

j 2 3

k −3 −2 −1 0 1 2 3 −3 −2 −1 0 1 2 3

j + 7k −19 −12 −5 2 9 16 23 −18 −11 −4 3 10 17 24

j + 7k ≡ 0 ○

|v| =
√
j2 + k2

√
13

故に |v|min =
√

10, dmax =
11

|v|min

=
11√
10

. なお最短逆格子ベクトルは

v =

(
1

3

)
= f ′ + f ′′ = 2f ∗ + 3e∗. (問題 4.8.(d)終り)

問題 4.8.(e)乗数 a = 2に対する p.50のMarsaglia図は次の座標の点からなる:

(1, 2), (2, 4), (4, 8), (8, 5), (5, 10), · · · .
視察では y = 2x, y = 2x± 11, · · ·の平行直線の間隔が最も大きい. この間隔 d2を求め,問
題 4.8.(b)の結果と比較しなさい. また乗数 a = 7に対するMarsaglia図は次の点からなる:

(1, 7), (7, 5), (5, 2), (2, 3), (3, 10), · · · .
最も間隔の大きいのは (2, 3), (5, 2)を通る直線に平行なものの様に見える. この間隔 d7を
求めて,問題 4.8.(d)の結果と比較しなさい.

(解)平面の直線 ax+ by + c = 0と点 (x0, y0)の距離 dは d =
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2
である. d2は

原点 (0, 0)と直線 y = 2x + 11, 2x− y + 11 = 0との距離で,問題 4.8.(b)の通り

d2 =
11√

22 + 12
=

11√
5
.

(2, 3), (5, 2)を通る直線の方程式は y − 3 =
2 − 3

5 − 2
(x− 2) = − x− 2

3
, x+ 3y − 11 = 0で

あるから,これと原点 (0, 0)との距離は問題 4.8.(c)の結果に合致して

d7 =
11√

12 + 32
=

11√
10

< d2.

故に p.50の図 (a), (b)の視察による我々の直感通り乗数 a = 7の方が乗数 a = 2よりは優れ
ている. なお (5, 2), (7, 5)を通る直線の方程式は

y − 2 =
5 − 2

7 − 5
(x− 5), 3x− 2y − 11 = 0
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で,原点からの距離は d =
11√
13

,これが問題 4.8.(d)の表の通り法線ベクトル±(3,−2)に対

応する 2番目に大きい格子間隔である. (問題 4.8.(e)終り)

付録. dmax(l)の l = 2, 3での理論的最小値

l = 2次元の平面内にデカルト座標を整数とは限定しない 1次独立な基ベクトル e∗
1, e∗

2があ
るとし,これらで作られる格子,

v = v1e
∗
1 + v2e

∗
2, v1, v2 = 0,±1,±2, · · ·

を考える.基準を統一するために基ベクトル e∗
1, e∗

2の張る平行四辺形の面積は 1,44 即ち第 3
成分 0を補って 3次元空間の中のベクトルと考えて作られる外積 e∗

1 × e∗
2を用いて記すと

|e∗
1 × e∗

2| = 1, (4.1)

が成り立つと常に仮定する. ベクトルの加法が示す様にベクトル e∗
1, e

∗
2, e∗

1 − e∗
2は 3角形を

作る. どの様な基ベクトル e∗
1, e

∗
2を選べば,この 3角形の 3辺の長さ |e∗

1|, |e∗
2|, |e∗

1 − e∗
2|の最

大値 dmax(2)が条件 (4.1)の下で,即ち 3角形の面積が
1

2
一定で最小になるだろうか.

　まず次が成り立つ:

Corollary 4.9.一定の面積の 3角形で 1つの辺を固定する時,他の 2辺の最大のものが最小
になるのはこの固定辺の上の 2等辺 3角形の場合である.
(証明)面積一定の条件で 3角形の頂点は固定された底辺に平行に自由に移動できる. 底辺

以外の 2辺の大きい方が最小になるのは明らかに 2等辺の場合である. ■

　だから問題は底辺の長さ aを変える時, 2つの等辺の長さ bとの大きい方が最小になるの
はどんな場合かで,どれを底辺に取っても事情は同じだから直感的には正 3角形の場合だろ
うと答えは示唆される. もう少し精密には,底辺 aの両側の等角を θとして条件 (4.1)が

条件
1

2
=

1

2
a · a

2
tanθ, tan θ =

2

a2

を与える事,従って 2等辺の長さ b =
a

2 cos θ
で

44逆格子の基ベクトル e∗
1, e∗

2, · · · , e∗
l の行列式が示す様に,本当は 1ではなく pをこれらが張る体積とすべ

きだが,これは次元 lに関係ない一定の数だから以下 1と簡単化する.
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b2 =
a2

4
(1 + tan2θ) =

a2

4


1 +

4

a4




の最小が (aでの微分で)aが増大して a2 = 2となる,つまり tan θ = 1, θ =
π

4
になる時生じ

るが,しかしその前に θ =
π

3
の正 3角形の時 a2 =

2√
3
< 2が実現している事,からも知ら

れる.

　このように, 2次元での dmax(2)の最小値は e∗
1と e∗

2が長さ

√
2

4
√

3
の正 3角形を張る逆格子,

3角格子 trigonal lattice,を作る場合である. 乱
数の 2連の作る元の格子はこの逆格子の逆格
子で,それも同じ 3角格子の形である事は 2次
元行ベクトルと見た e∗

1, e∗
2の作る逆行列を計

算してみれば容易にわかる. 勿論,この格子の
基ベクトルは整数成分にはならないから法が
素数 pの乗算合同法乱数の 2連では実現しな
い. ただ乱数のスペクトル検定ではその 2連の

作る最大格子間隔が (4.1)と同じ条件の下で p
4
√

3√
2
よりどれくらい大きいか,と乗数 aの選

択の基準にして比較する事ができる. 文献 29)ならこれが 125%以内,という訳である.
　 3次元では,逆格子の基である 3つのベクトルが作る 4面体を同様に考えると,一定の体

積の 4面体 (同じベクトルの作る平行 6面体と比べて 4面体は底面の面積が
1

2
,高さは同じ

で,錐体だから体積は
1

6
)のうち正 4面体で辺の最大値が最小になる. 証明はそう難しくは

ない. 実際 1つの面の 3角形ABCを底面として固定すると,体積一定の条件のもとで残る

ただ 1つの頂点 Pはこの底面に平行に動く事ができるが,底 3角形の 3頂点A, B, Cから P
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までの 3辺 PA, PB, PCの長さの最大値が最小になるのは,これらの 3辺が等しい時である
事はすぐわかる. この時点 Pから底 3角形へ下ろした垂線の脚Hは 3角形ABCで 3頂点か
ら等距離にある; HA = HB = HC. 点Hは 3角形ABCの外接円の中心,外心である. だから
問題の一端は面積一定の 3角形の外接円の半径が最小になるのはどんな場合か,であり,解
は問題を逆転して一定の半径の円が外接する 3角形の面積が最大になる形を考えて正 3角
形と得られる. こうして正 3角形の上の一定の体積の正 3角錐でその辺の最大のものが最小
になるのは正 4面体である事の証明が残る. これは最も正確には解析で微分を用いて行わ
れるが,結論が常識通りだから実行する価値はあまりない. ここでは受け入れてしまおう.

あとは体積
1

6
の正 4面体の辺の長さ dmax(3) = 6

√
2の算出と,この正 4面体の 3稜,方向だ

けで言えば
　

面心立方格子 体心立方格子

例えば (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)の 3ベクトル,が作る「面心立方」と呼ばれる格子である
事,実空間で乱数の 3連の作る格子としてはこれら 3ベクトルを行とする行列の逆行列の列
ベクトルに相当する「体心立方」になる事,の証明になる. これらの事柄もそれぞれ面白い
が,結論はみな常識から外れるものではないから,証明の詳細に立ち入る事は興味ある読者
に任せる. 4次元以上については「数の幾何学」の文献 31)を参照して頂きたい.
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5. 有限体と原始多項式
5.1.まえおき: Z/p = Zpの上の線形漸化式

　乱数の乗算合同法 xk ≡ axk−1 (mod p), pは素数,は整数係数の n次線形漸化式

xk ≡ b1xk−1 + b2xk−2 + · · ·+ bnxk−n (mod p), bn �≡ 0 (5.1)

の最も簡単な場合である. 乱数生成方式は,自然にと言ってよいだろうが,乗算合同法から
(5.1)の利用へと発展した. この一般の (5.1)の場合を見越して乗算合同法 xk − axk−1 ≡ 0の
解の形を xk = cλkと仮定して代入しよう. 得るのは方程式 cλk − acλk−1 ≡ 0である. c = 0

或いは λ = 0なら「すべての kで xk = 0」のつまらない解になるから cλ �= 0と仮定して
cλk−1で両辺を割ると, λを決定する方程式 λ− a = 0とその解 λ = a,そしてそれによる既
知の漸化式解 xk = cak, c = x0が得られる. 今の簡単な xk ≡ axk−1ではこの回りくどい解
法はあまり有難くはない. しかしもっと一般の,特に我々に興味ある整数の {b1, b2, · · ·, bn}
を係数に持つ上の線形 n次漸化式 (5.1)についてはこれは重要な考え方である. 暫くの間
「法 p」や「整数係数」の限定を忘れて係数 {b1, b2, · · ·, bn}は任意の複素数であり, (5.1)は
法 pではなく複素数としての等式とし,目標を出発値 {x0, x1, · · ·, xn−1}から系列全体 {xk}
を決定する初期値問題と明確にしよう. この様な再帰的 recursiveな関係,漸化式 recursion
equation,階差或いは差分方程式 difference equationについて,次の Lemmaの (a)–(c)は
容易に見られる:

Lemma 5.1. (a) (5.1)を満たす任意の 2つの解 {xk}, {yk}の 1次結合Axk +Byk, A,Bは定
数,も再び (5.1)の解である (漸化式 (5.1)の線形性).
(b)初期条件 {x0, x1, · · ·, xn−1}を与えれば, (5.1)の解 {xk}は k >=nに対して一意に定まる.
(c) (5.1)に付随する決定方程式或いは特性 (固有)方程式

λn = b1λ
n−1 + b2λ

n−2 + · · ·+ bn−1λ
1 + bn (5.2)

が単根 {a1, a2, · · ·, an}だけを持てば,45 すべての k = 0, 1, 2, · · ·に対して
{x(i)

k := (ai)
k| i = 1, 2, · · ·, n}

は漸化式を満たし,初期値問題の解が次の表現を持つ:

xk = c1x
(1)
k + c2x

(2)
k + · · ·+ ckx

(n)
k = c1(a1)

k + c2(a2)
k + · · ·+ cn(an)k. (5.3)

ここで定数 c1, c2, · · ·, cnは初期条件 {x0, x1, · · ·, xn−1}で決定され,逆に任意の初期条件
{x0, x1, · · ·, xn−1}は定数 {c1, c2, · · ·, cn}を適当に定めて実現される.
(証明) (a) {xk}, {yk}が共に (5.1)を満たせば,

xk = b1xk−1 + b2xk−2 + · · · + bnxk−n,

45乱数問題の線形漸化式では既約多項式だけが興味の対象となる;特性多項式が既約でない線形漸化式の解
の周期は短くなり,しかもその周期は初期条件の取り方で複雑に変るので乱数としての実用に耐えない. だか
らここでは特性方程式が重解を持つ場合は考えない. 但し任意の法mでの線形漸化式全般を対象にするなら
避け難く重解を持つ特性方程式も考慮すべきで,状況の記述には以下の「有限体」とそれを係数とする「既約
多項式」の範囲を越えて「環」への視野が求められる. 興味ある読者は第 7章通読後に付録 Bを参照して頂き
たい. なお実数や複素数の上での線形漸化式の特性重根は行列の一般化固有値や対応する一般固有空間の発祥
の問題で,これらについては杉山 32),笠原 33),松阪 34)等がよい参考書である.
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yk = b1yk−1 + b2yk−2 + · · · + bnyk−n

が成り立つ. これらに係数A,Bを掛けた和は,

Axk +Byk = b1(Axk−1 +Byk−1) + b2(Axk−2 +Byk−2) + · · ·+ bn(Axk−n +Byk−n),

であり, zk = Axk +Bykと書き直せば確かに (5.1)が成り立つ:

zk = b1zk−1 + b2zk−2 + · · ·+ bnzk−n.

(b)一般に xkはそれに先立つ n個のもの, {xk−1, xk−2, · · ·, xk−n},から漸化式 (5.1)によって
xk = b1xk−1 + b2xk−2 + · · ·+ bnxk−nとただ一通りに決定される. k = n, n+ 1, · · ·として命
題は自明である.
(c) iが 1, 2, · · ·, nのどれであっても, xk = (ai)

kで定義される系列 {xk}が (5.1)の解である
事は,実際 λ = aiを代入して (5.2)を用いれば,

b1xk−1 + b2xk−2 + · · ·+ bnxk−n = b1λ
k−1 + b2λ

k−2 + · · · + bnλ
k−n

= (b1λ
n−1 + b2λ

n−2 + · · · + bnλ
n−n)λk−n = λnλk−n = λk = xk

となることから見られる. 故に (a)の線形性から (5.3)も (5.1)の解である. この (5.3)の形の
1次結合で任意の初期値問題の解が作れる事を見よう. 表現 (5.3)が出発値
{x0, x1, · · ·, xn−1}を持つ条件は,係数 {c1, c2, · · ·, cn}の n元連立 1次方程式

x0 = c1(a1)
0 + c2(a2)

0 + · · ·+ cn(an)0,

x1 = c1(a1)
1 + c2(a2)

1 + · · ·+ cn(an)1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
xn−1 = c1(a1)

n−1 + c2(a2)
n−1 + · · · + cn(an)n−1, (5.4)

である. (5.4)の係数行列式は良く知られたVandermonde行列式:46

D = D(a1, a2, · · ·, an) :=

(a1)
0 (a2)

0 · · · (an)0

(a1)
1 (a2)

1 · · · (an)1

· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·

(a1)
n−1 (a2)

n−1 · · · (an)n−1

= (a2 − a1)(a3 − a1)(a4 − a1)· · ·(an − a1)

×(a3 − a2)(a4 − a2)· · ·(an − a2)

×(a4 − a3)· · ·(an − a3)

46実際, 下の行列式 D は {a1, a2, · · ·, an} の整式 (多項式) であり, 列の交換で符号を変えるから, 例えば
aj の整式と見て aj = ak の時 D = 0 となる; aj = ak なら D で aj と ak を交換しても同じだが, 行列
式としては符号が変るから D = −D, 2D = 0, D = 0 である. だから因数定理によって因数 (aj − ak)
がある. 即ち D は因数 (aj − ak) をすべての番号の対 (j, k) に対して含み, (5.5) の右辺の積は左辺の行列
式に因数として含まれる. a1, a2, · · ·, an についての次数を考えると, (5.5)の左辺の行列式 Dも右辺の積も,
0 + 1 + · · ·+ (n− 1) = n(n− 1)/2で同じである. 故に (5.5)左辺の行列式は右辺の積の定数倍である; Dの対
角成分の積 (a1)0(a2)1(a3)2(a4)3· · ·(an)n−1 と右辺での同じ項の係数が 1である事とを考えるとこの定数は 1
で,下の (5.5)の等式の成立がわかる.
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× · · · · · · · · ·
×(an − an−1) (5.5)

である. {ak}は方程式 (5.2)の単根ばかりで皆異なるから (5.5)からD �= 0. これで (5.3)は
任意の {x0, x1, · · ·, xn−1}に対して一意な解 {c1, c2, · · ·, cn}を持つと判明する. ■

　 (c)で定数 c1, c2, · · ·, cnが初期条件 {x0, x1, · · ·, xn−1}からきまるとはわかっても,解 {xk}
がどんな性質を持つのかはまだ明らかではないが,これは後に正確に議論される.
　我々は「法 pで」の制限を外して漸化式の解系列を実数や複素数として考えて来た. その
結果 n次決定方程式 (5.2)を複素数の範囲で考えたが,得られた結果は法 pでも正しい事を
強調する. 実際, (5.2)を普通の複素数で考えて解いて,たとえ虚根等が出て来たとしても,そ
れを用いた (5.3)の {xk}はたしかに漸化式 (5.1)の解である. 我々に興味のある整数係数の
漸化式 (5.1)の場合,その解は初期値 {x0, x1, · · ·, xn−1}で一意に決定され,初期値さえ整数
なら以後の解系列 {xk}が (5.3)の形であっても必ず全体は整数列である事を保証されるの
で,整数の合同算法で見た様にこの整数系列を最後に法 pで考えても最初から法 pの簡約を
取っても (5.1)は成り立つ. しかし問題は {xk}に最長周期を与える構造の理解である. 乗算
合同法の一般解 xk = akx0は aが複素数等ではなく整数そのものの易しい場合だが,それで
も合同算法から作られるZ∗

pの巡回群構造を考えずに原始根の存在等を見る事は困難だっ
たろう. 一般の n次線形漸化式についても,考察の鍵は決定方程式 (5.2)を素数の法 pでの数
体系Zp = Z/p = {0, 1, · · ·, p− 1}で解く,47或いは整数係数の多項式を法 pの四則算法で因
数分解するという,今の所途方もなく見える考えが与える.

　一体どのようにして古い時代にこのような飛躍に達したのか畏敬を禁じ得ないが,現在
では我々にも容易に辿れる道が開かれている. 例から始めてこれを目指そう.

5.2. 簡単な例

　代数方程式を解く事は多項式の因数分解と同じである. 上に述べた素数の法 pの計算で
の因数分解では,法 pの選択毎に普通の実数,複素数の場合とはかけ離れた様相が現れる事
もあるが,全体的には 2次方程式での虚数の導入と大変よく似た統一的構造がある. てんで
ばらばらな様相としては,例えば 2を法とするZ2 = {0, 1}の数体系では「因数分解 z2 + 1

≡ z2 + 2z + 1 ≡ (z + 1)2 (mod 2)」が 2z ≡ 0によって成り立ち,方程式 z2 + 1 ≡ 0はZ2

の中で解けて z = 1 ≡ −1が 2重解になる事を挙げておこう. 多項式 f(z) = z2 + 1は法 2の
約束の数体系では既約 irreducible=因数分解不可能,でなく可約 reducible=因数分解可能
なのである. このような結果は奇妙で面白いがあまり本質的ではない. 真の難しさ,そして
統一的な美しい姿,は方程式 f(z) = z2 + z + 1 ≡ 0の様にZ2 = {0, 1}で解を持たない
(f(z)で z = 0, 1とおいて見よう)場合,即ち「Z2係数で因数分解できない, Z2上既約な多
項式 f(z)」で生じる. この場合が乱数にとっては主な興味の対象なのである.
　多項式やその因数分解は数や文字の加減乗除 (4則算法)で行われる. だから問題への直感

47既に第 2章, p.24で触れた通り,素数 pの場合,整数の集合としてのZ/p = {0, 1, · · ·, p− 1}から 0を除い
たものが集合としての乗法群 Z∗

pなので,この近縁を強調して素数の pに限って Z/pを Zp と書く. これから
導入する加法と乗法の定義された集合,「体 field」,としての見方からは Zpはよく F p とも記される.
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を獲得するためには法 pでの四則算法や式の因数分解の例を考えるべきである. ただし法 2

での z2 + z + 1 ≡ 0は少しややこしい. p = 3を法として簡単な f(z) = z2 + 1 = 0を取ろう.
Z3 = {0, 1, 2 ≡ −1}を数の全体,加減乗法はすべて法 3で定義する,として以下 mod 3は略
す. Z3の上でのこの簡単な 2次方程式は f(0) = 1, f(±1) = 2 ≡ −1,によってZ3内に解を
持たず,因数定理Corollary 1.12.(p.12)からZ3係数の (モニックな)1次因数を含む事がで
きない (Z3で既約である). といっても, Z3係数のモニックな 1次因数は z − 0 = z, z − 1,
z − 2 ≡ z + 1 の 3個だけだけであるが. そこで文字 zの取り得る数の全体Z3を拡張して,
f(z) = 0の解 z = iがあるとし,この iも数の仲間にいれよう. f(i) = i2 + 1 = 0である. こ
れは我々がかつて学校で 2次方程式を解くために i2 + 1 = 0となる純虚数を想像し付け加
えて実数から複素数への拡張を行ったのと姿も精神も全く同じである.
　複素数と同様にZ3に iを加えて四則算法が行える数の体系Kを作って見よう. このため
にはKはZ3の元と新しい数 iとから加法で作られる「数 =文字 iの式」はすべて含まな
ければならない. 数を代わりに (「代数」的に)表す文字はZ3の数の計算規則のすべてに従
うべきだから, iとZ3の数との計算規則もすべてZ3の通りと仮定する.48 iの 0倍とは「な
にもない」事で, 0i = 0としよう. 1iは i, iが 2つある事は i+ i = 2iと書く. i+ i+ i = 3i

になると,我々の数Z3では 3はなにもない 0と同じなのだから, 3i ≡ 0i = 0とすべきだし,
2i+ i ≡ 0から 2i ≡ −iと書くのも自然である,こうして,拡張された数の全体で加減法を不
自由なく行うためには下の 9個の元が必要だと見られる:

K ≡ {0, 1, 2, i, 2i, 1 + i, 2 + i, 1 + 2i, 2 + 2i}.

交換,結合法則を用いたこれらのものの加法表の作成は容易で,次の様にまとめられる:
+ 0 1 2 i 2i 1 + i 2 + i 1 + 2i 2 + 2i 負数
0 0 1 2 i 2i 1 + i 2 + i 1 + 2i 2 + 2i 0

1 1 2 0 1 + i 1 + 2i 2 + i i 2 + 2i 2i 2

2 2 0 1 2 + i 2 + 2i i 1 + i 2i 1 + 2i 1

i i 1 + i 2 + i 2i 0 1 + 2i 2 + 2i 1 2 2i

2i 2i 1 + 2i 2 + 2i 0 i 1 2 1 + i 2 + i i

1 + i 1 + i 2 + i i 1 + 2i 1 2 + 2i 2i 2 0 2 + 2i

2 + i 2 + i i 1 + 2i 2 + 2i 2 2i 1 + 2i 0 1 1 + 2i

1 + 2i 1 + 2i 2 + 2i 2i 1 1 + i 2 0 2 + i i 2 + i

2 + 2i 2 + 2i 2i 1 + 2i 2 2 + i 0 1 i 1 + i 1 + i

乗法については,文字 iが z2 + 1 = 0の解と想定され, i2 = −1 ≡ 2を満たすべき事から,

「文字 iを含む整式として,係数は mod 3で値を定め,その様な整式 a, b, cに
ついて交換法則 a + b = b+ a, ab = ba,結合法則 a+ (b+ c) = (a+ b) + c,
a(bc) = (ab)c,そして分配法則 a(b+ c) = ab+ acは成り立つとし, i2は常に
−1 ≡ 2で置き換える」

と,複素数と同じ規則で計算する. 下の問題で実際に見よう.
48少し難しいが正確な考え方では「m(i) = 0となる数 iが云々の性質で存在する」とは言わずに,係数 Z3

と同じ計算規則に従う文字 i (別に iではなく xでも z でも構わない)が作る多項式の全体という「実在集合
K」に下で触れる「m(i)を法とする等しさ」を定めて「数体系K」を構成し,その上でm(i)が因数分解され
方程式m(i) = 0が解を持つ,と議論する. 秋月-鈴木 16)の p.15の端的な記述やWärden35)の p.129以降を参
照.
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問題 5.2. K∗ := K − {0} = {1, 2, i, 2i, 1 + i, 2 + i, 1 + 2i, 2 + 2i}について,その乗積表を
算出し,逆元 (逆数)も求めなさい.
(解)乗積表は下の通り:

× 1 2 i 2i 1 + i 2 + i 1 + 2i 2 + 2i 逆数
1 1 2 i 2i 1 + i 2 + i 1 + 2i 2 + 2i 1

2 2 1 2i i 2 + 2i 1 + 2i 2 + i 1 + i 2

i i 2i 2 1 2 + i 2 + 2i 1 + i 1 + 2i 2i

2i 2i i 1 2 1 + 2i 1 + i 2 + 2i 2 + i i

1 + i 1 + i 2 + 2i 2 + i 1 + 2i 2i 1 2 i 2 + i

2 + i 2 + i 1 + 2i 2 + 2i 1 + i 1 i 2i 2 1 + i

1 + 2i 1 + 2i 2 + i 1 + i 2 + 2i 2 2i i 1 2 + 2i

2 + 2i 2 + 2i 1 + i 1 + 2i 2 + i i 2 1 2i 1 + 2i

　 (問題 5.2.終り)

　我々が複素数の計算に倣って行った事を振り返ろう. 文字 iの多項式の加減乗法で作り出
されるのは文字 iの様々なZ3係数多項式 f(i)である. i2が出る度にそれを−1と置く事は
m(i) = i2 + 1が出現する度にそれを 0とする規則である. Z3係数の任意の多項式 f(i)は
monicな多項式m(i)によってZ3の係数だけを用いて割る事ができて,49 その結果を f(i)

≡ q(i)m(i) + r(i) (mod 3), q(i)は商, r(i)は高々1次の余りとすれば, m(i) ≡ 0とする
計算は f(i)をこの余り r(i)と同等視してm(i)の倍数を無視する事に等しい. だから文字 i

のZ3係数の任意多項式の集合に係数の法 3での同一視と共に多項式間の同等の法として
m(i)も入れて,各多項式を余りの 1次式 r(i)で代表させ,法 (3, m(i))で定義した加減法の体
系がKであり, 0となるものを除いた乗法の体系がK∗である.

　法 (3, m(i))での加法+の表は, (K,+)が群である事を示す. 実際この算法+でKは表の
とおり閉じているし (公理 0),他の元を変えない「単位元」に相当する 0 := 0 + 0iがあり
(公理 2;以下 0は単位元でなく「0元,零元」と呼ぶ),各行各列には必ず 1つだけ 0があっ
て,「加えて 0になる逆元 ≡負元」の存在もわかる (公理 3)からである.
　なぜ (K,+)は閉じて群を作るのだろう? 1つの理解はKの元が,法m(i)を入れた事に
よって,文字 iのZ3係数 1次式の全体と同じ事, K = {a + bi| a, b ∈ Z3},になった構造と
我々の用いた計算

(a+ bi) ± (a′ + b′i) = (a± a′) + (b± b′)i (複号同順)

から得られる. 加減法の結果はやはり文字 iの 1次式の形になり, Z3の元を成分とする 2成
分ベクトル (a, b)の計算 (a, b) ± (a′, b′) = (a± a′, b± b′) (複号同順)と同じである. だから
Kは,丁度複素数が複素平面上の点として 2個の実数成分で表された様に, Z3の 2成分を
持つベクトル全体と同等,「Z3係数 2次元ベクトル空間」そのものと言える. この様な 2成
分を持つ群は群 (Z3,+)の 2個から作られた直積群と呼ばれ, Z3 × Z3と記される. もっと
一般に法多項式m(i)が n次なら,得られるベクトル空間は 1, i, i2, · · · , in−1の係数に対応し
て n次元になるだろう. 文字 iを含む式の計算について法m(i)と共に我々が仮定したのは,

49「最高次の係数が 1」の多項式を「monic」と言った. Zp = 0, 1, · · ·, p − 1, pは素数,今の場合 p = 3,とす
ると, Zp係数の任意多項式m(i)がmonicなら勿論, monicでなくても 0ではない最高次の係数の逆数は Z∗

p

が乗法群であり存在するので, m(i)による Zp係数多項式の Zp係数での割り算は可能である.
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Z3係数での加法に関しては要するに, iの多項式の全体をこの様なベクトル空間と見做す,
という事であった.

　乗積表は,集合K∗ := K − {0} =「Kから 0を除いたもの」が mod 3での乗法×に関し
て群 (アーベル群)であることを示している. 実際K∗は×で閉じている (公理 0). 乗法で他
の元を変えない単位元 1はK∗に存在し (公理 2),乗積表の各行各列には必ず 1つ 1があり,
掛け合わせて 1になる逆元も存在する (公理 3).
　なぜK∗は乗法群を作るのか? それは, m(i) = 0の仮定が文字 iの式の積をZ3上既約な
m(i)を法として定義するからである. m(i)の既約性は, Z3係数の 0ではないm(i)より低次
の 2式 (K∗の任意の 2元)の積がm(i)の倍数 (≡ 0 mod m(i))にはならない事,積 (又はそ
れをm(i)で割った余り)が再びK∗に属し,「K∗が乗法で閉じる」構造を保証する. Z3の
単位元, 0次の整式 e(i) = 1 := 1 + 0i,はK∗の単位元を準備している. また法 3で 1次以下
で 3とm(i)を法として 0に合同ではない式 f(i), g(i), h(i)について, g(i) − h(i) �≡ 0なら積
f(i) × {g(i) − h(i)}がZ3既約なm(i)の倍数を作る (3とm(i)を法として 0に合同になる)
事はなく f(i)g(i) �≡ f(i)h(i),故にK∗の乗積表の各行,各列はすべてK∗の元の並べ換えに
なり,必ず 1が 1つだけ入って f(i)の逆元が確定する. K∗の乗法群構造はZ∗

3という礎材を
法多項式m(i)のZ3既約性をほぞ,鍵として組み合わせて構築されている事が見える.

　我々は扱われたm(i)の特定の形を超えて一般的な視野を得た:

四則算法可能な数体系Z3に同じ計算規則に従う文字 iの冪乗を添加して加減法
で作った数 (整式)の体系Kは自然にベクトル空間 (加法に関する直積群)を構成
する. もとの数体系で既約な多項式m(i)に基づくm(i) = i2 + 1 ≡ 0の規則,即ち
m(i)で割った余りを取る, m(i)を法とする約束は系K(より適切にはm(i)を法と
するK)から {0}を除外した元の全体K∗を乗法に関して群とし,除法,即ち任意
の f(i) ∈ Kと g(i) ∈ K∗に対する

商
f(i)

g(i)
:= f(i)g(i)−1 ∈ K

と定義される算法,も定義可能として,もとの数体系Z3と同じ四則演算の可能性
を拡張されたKの上で保証する.

今ではもう小さく見える事柄になったが,得られた複素数Kの上ではZ3上既約な多項式
m(z) = z2 + 1は可約となり,方程式m(z) = 0は解ける. 実際K∗の乗積表の 2乗を与える
部分,対角線で−1 ≡ 2を探して,方程式m(z) ≡ 0の解が z = iと z = −i ≡ 2iで与えられ
因数分解

z2 + 1 ≡ (z − i)(z + i) ≡ (z − i)(z − 2i)

が成り立つ事が見られる.
　Z3からm(i)を因数分解する数体系Kを作るこの手続きは,上に示唆された通りZ3既
約な任意の多項式m(i)を基にして可能である. 我々はガロアGaloisに導かれて驚くべき認
識に達した. 少なくともある種の数体系で既約な任意の多項式があれば,それを因数分解し
代数方程式の解を与える様に数体系を拡大して「複素数を作る」方法があり,この「複素
数」の体系そのものが上に見た様に既約多項式毎に存在し得て,我々が学んだ実数の複素
数への拡大はその一例に過ぎない!
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5.3. 有限体

　最長周期列,慣用でM系列,と呼ぶある特別な種類の線形漸化式の解の周期構造の詳しい
解析はZierler36)によって行われた. 少し後に法 2の場合の {0, 1}のM系列を組み上げて例
えば実際的 32ビットの一様乱数とする基本アイデアが Tausworthe10)そして
Lewis-Payne11)によって与えられ,生成される一様乱数系列の統計的性質が論じられた. 方
法を実際化する努力は伏見と手塚 12)の高次均等分布を保証する最も一般の出発値設定条件
に完成され,乱数生成の実際的で最強力な方法として確立された. この成果と文献への
approachやM系列乱数設計方針の原理,具体的には

(a)有限体,原始多項式と最大周期列 (M系列)とは何か,どうしてその様なもの
が存在するのか,
(b) M系列の基本性質,実際乱数への応用に必要なZ2 = {0, 1}上のM系列の実
数一様乱数への組み上げ問題とその解決,12)特に「高次均等分布」というもの
実現方法,

についての構造の透視と理解とを我々は手にしたいと思う.
　M系列は符号理論 37),38),39)等多くの工学応用に現れる. M系列問題では「多項式の作る
環 ring」という言葉がしばしば最も端的な証明を与えるが,反面解析は抽象計算的で難解
になる (第 7章参照). 我々はM系列乱数についても乗算合同法の様な視覚的で易しい理解
を望むので,以下では「有限体 finite field」の必要最小限の言葉で議論を統一しよう. それ
は有限体の膨大な応用への展望を得る道でもある.
　有限体を考える根底には前節で問題として見られた「ある体系で因数分解できない既約
な方程式を解く手続き」がある. 結果は実数の複素数への拡大と同じだった. 思いを統一す
るために虚数 imaginary numberを振返ろう. 実数係数方程式 x2 + 1 = 0を解くため我々
は「i2 = −1を満たす数 iを想像 imagineし」, iと実数との加減乗法で作られる数,即ち
「文字 iの多項式 F (i)」,は i2 = −1或いは i2 + 1 = 0を用いて,即ち

多項式 F (i)の式m(i) = i2 + 1による実数係数割り算

F (i) = q(i)(i2 + 1) + r(i)

の余り r(i)を取って F (i)を iの 1次式 r(i)に置き換え,表現
1

a+ bi
=

a− bi

a2 + b2

から a, b共に 0ではない複素数 a+ biによる割り算が iの 1次式の枠の中で可能
な事を見て,

「複素数とは a + bi(a, bは実数)の形のものの全体」

と認識し記憶した. 複素数 =虚数は実数にただ 1つの「虚数単位 i」を付け加えただけの
ものだが,考えて見れば不思議な事に,これによって例えばすべての複素数係数の n次代数
方程式 f(z) = 0は (重解の多重度も入れて)丁度 n個の解を必ず複素数の中に持つ (代数学
の基本定理)事になる. この見事な構造はさらに複素解析,関数論などの美しい沢山の結果
に裏打ちされて,我々の理解の中で全く揺がない存在になっている.
　複素解析もまだ建設中の時代に例えばZpに注目し,実数係数で既約な法多項式m(i) =

i2 + 1の代りに 1世紀以上も後に工学応用で幅広い応用を得る事になった
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「Zp係数で既約な n次法多項式m(i)」

を取って全く同じ手続きを考え,「それが四則計算可能な構造 (有限体)をすべての素数 p

とすべての整数 n>=1に対して与える」事,矛盾なく行え美しい諸結果に至るばかりでなく
翻って複素数の存在様式の基本理解までも与える事はガロアの 1つの仕事として見通され
てしまった. 歴史は Lidl-Niederreiter56)の prefaceや notes(p.73)にも詳しい. しかし発見
には古代以来 2000年と天才が必要だったとしても,彼と続く人々が築いてくれたリフト,
体の公理体系,は我々にももう遠くはない. 是非ともそれに乗ろう.

　「体 field」の概念は有理数,実数や複素数の様に「加法と乗法」2種類の演算が定義され
た集合から抽象される:

定義 5.3.集合Kの任意の 2元 x, yの間に加法 x+ y ∈ Kと, (通常 x·y, xyと略記する)乗法
x×y ∈ Kとが定義され,次の公理を満たす時, Kを体 fieldと呼ぶ:

公理 1 Kは加法+に関してある元 0 ∈ Kを単位元 (以下「0元,零元」と呼ぶ)
とするアーベル群である. 任意の x ∈ Kに対し加法の (右)逆元を−x ∈ Kと
記す:

x+ (−x) = 0, x− y := x+ (−y).
公理 2 K∗ := K − {0}は空集合ではなく,乗法演算についてある元 e ∈ Kを単
位元とするアーベル群である.
公理 3任意の x, y, z ∈ Kについて,左右の分配法則

x(y + z) = xy + xz, (x+ y)z = xz + yz

が成り立つ.　 (定義 5.3.終り)

　定義から体は必ず加法の単位元 0と乗法の単位元 eとを含む. 群で我々はその単位元が一
意 (存在してただ 1つ)である事を見た. 故に体の 0と eとは一意である.体の元の総数を再
び体の「位数 order」,位数有限の体を有限体 finite fieldとそれぞれ言う. 公理 1–3は体の
零元 0に乗法での特別な役割を与える:

Corollary 5.4. (a)体Kの任意元 xに対して 0x = x0 = 0.
(b)次が成り立つ: −(x+ y) = (−x) + (−y), −(xy) = (−x)y = x(−y), (−x)(−y) = xy.

(c)任意の x, y ∈ Kについて, xy = 0なら x = 0又は y = 0である. 対偶として xも yもど
ちらも 0でなければ xy �= 0.
(証明) (a) 0は加法+の単位元だから自分自身に作用して 0 = 0 + 0,分配法則は x0 + x0

= x(0 + 0) = x0を与える. x0 ∈ Kの逆元−(x0)を両辺に加えて x0 = 0がわかる.
(b)加法の可換性と結合法則から

(x+ y) + {(−x) + (−y)} = {x+ (−x)} + {y + (−y)} = 0 + 0 = 0,

即ち−(x+ y) = (−x) + (−y)が見られる. また
0 = 0y = {x + (−x)}y = xy + (−x)y,

−(xy)を加えて−(xy) = (−x)y. xと yを交換して−(xy) = x(−y).
0 = (−x)0 = (−x){y + (−y)}から

0 = (−x)y + (−x)(−y) = −(xy) + (−x)(−y).
xyを加え xy = (−x)(−y).
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(c) xy = 0と仮定する. このとき x = 0か x �= 0かのどちらかだが,もし x �= 0なら乗法に関
する xの逆元 x−1があり, (a)と結合法則によって 0 = x−10 = x−1(xy) = (x−1x)y = ey = y

である. 故に xy = 0なら x = 0か y = 0かの少なくとも 1方は必ず成り立つ. ■

　実は素数 pに対するZpはすべての有限体の中に必ず存在する基礎構造である. この大切
な事柄を見るのに暫く任意の体Kを想定しよう. 体Kの部分集合 F が同じ算法について
再び体である時, F をKの「部分体 subfield」, KをF の「拡大体 overfield」と,それぞれ
呼ぶ. 特に体の部分体が必ず自分自身である時「素体 elementary field」と呼ぶ. ここに有
限体の単位元 eとZpとが特別な役割で登場する. Kの任意元 xと任意自然数mについて

mx := x+ x+ · · ·+ x (m個の和) (5.12)

と定義する. この定義からはKの他の任意元 y,任意自然数 nについて

mx+ nx = (x+ · · ·+ x) + (x+ · · ·+ x) = (m+ n)x,

(mx)(ny) = (x+ · · · + x)(y + · · · + y) = (mn)(xy) (5.13)

は明らか. 体Kの単位元 eに対して, pe = 0となる最小の正の整数 p (p>=2)があれば「体
Kの標数 characteristicは p」と言い,その様な有限の pがない時「Kの標数は 0」とする.
次が成り立つ:

Lemma 5.5. 位数有限の任意の体 (任意の有限体)F について:
(a)標数 pは素数で,任意の元 x ∈ F について px = 0.
(b) F の部分集合Πp := {je| j ∈ Zpは整数 }は 0, e ∈ F から (四則算法で)生成され, F の最
小の部分体,素体で, Zpに「同形 isomorphic50」である.
(c) Kが体 F の任意の拡大体ならKは F 係数線形空間であり,51 従って ord(F ) = qに対し
て ord(K) = qn = ord(F )nとなる正整数 nがある. nは F 係数線形空間Kの次元で,この事
を「Kの F に関する相対次数 [K : F ] = nである」とも「Kは F の n次拡大体である」と
も言う.
(d)特に標数 pの任意の有限体KはΠpを係数とする線形空間であり,その位数は (素数で
ある)標数 pのべき乗 pnに限る.
(証明) (a) F の元は有限個だから, 1e, 2e, · · ·のすべてが異なる事はなく, 1<=m < nでme =

neとなる整数m,nが必ずあり, (n−m)e = 0が成り立つ. この様な n−m > 0の最小値と
して標数 pは正である. 1e = e = 0はあり得ず p≧ 2. 仮に数 pが合成数で j, k >=2によって
p = jkと分解されれば (20)から (je)(ke) = (jk)e = pe = 0,故にCorollary 5.4.(c)により

502つの体K とK ′ とが同形であるとは, K とK ′の元を 1つずつ (1対 1に)対応させて,しかも体の演算
+と ×を保つ事ができる,という事を言う. 即ち上の 1対 1対応が ϕ : x ∈ K→ϕ(x) ∈ K ′なら

ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y),且つϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y)
が成り立つ事,である.

51正確には「K が F 係数線形 (或いはベクトル)空間である」とは次の公理 (a),(b)が成り立つ事である:
(a)ベクトルと呼ぶものの集合K に加法 +が定義されて (K, +)は可換群であり,
(b)係数 (スカラー)と呼ぶものの体 F があって,任意の a ∈ F と x ∈ K には積 (「スカラー倍」)

ax ∈ K が定義され, a, b ∈ F , x, y ∈ K に対し次の性質 1-4を持つ:
1. a(bx) = (ab)x (結合法則),
2. 1x = x,
3. a(x + y) = ax + ay (ベクトルに関する分配法則),
4. (a + b)x = ax + bx (スカラーに関する分配法則).
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je又は keが 0で,標数は pより小さい jか kとなり pの最小性に矛盾する. 故に仮定は誤り
で pは素数. pe = 0と結合法則から,任意の x ∈ F に対し

px = (e+ e+ · · · + e)x = (pe)x = 0x = 0.

(b) Πp, Π∗
pが+,×について群の公理 0–2を満たす事は明らかである. Πpの任意の元 keに

対し keの F での+に関する逆元は−ke = (p− k)eとして存在する;実際

ke + (p− k)e = (k + p− k)e = pe ≡ 0

だからである. ke ∈ Π∗
pの時 keの乗法×での逆元は, k−1をZ∗

pでの kの逆数として k−1eと
存在する; (ke)(k−1e) = (kk−1)e = {1 + (pの倍数)}e = e. 故に公理 3も成り立ちΠpは体で
ある. Πpは {0, e}だけから加減乗法で生成される. だから F のすべての部分体は {0, e}と
共にΠpを含む. 特にΠpの部分体は必ずΠpを含みΠp自身であり,定義によってΠpは素体,
F の最小の部分体である. 同形性については, Zpの数 jとΠpの元 jeの対応ϕ(j) := jeを考
えればよい. 集合ZpとΠpは同数 p個の元を持つから ϕはZpの全ての数 jとΠpのすべて
の元 jeとの 1対 1対応であり, Zpでの加減乗法をΠpのそれらに (5.13)によって対応付け
ている:

(Zpでの演算±の対応物) ϕ(j ± k) = (j ± k)e = je± ke

= (Πpでの±演算) ϕ(j) ± ϕ(k),

(Zpでの演算×の対応物) ϕ(jk) = (jk)e = (je)×(ke)

= (Πpでの×演算) ϕ(j)×ϕ(k).

この事を「ϕはZpとΠpの加法と乗法群の同形 (対応)」,「体の同形 (対応)」,と言うので
ある.
(c)ベクトルの集合として体Kを,係数体としてその部分体 F を, +として体の加法を,「ベ
クトル」x ∈ Kの a ∈ F による「スカラー倍 ax」としてはKでの積を,それぞれ取って線
形空間の公理が満たされている事は明らかである.52 この線形空間の次元とは, F 係数での
1次独立53「ベクトル」の最大数 nで,その存在は有限体Kでは容易に見出される. 実際,
a1 = e ∈ Kと部分体 F には属さないKの任意元 a2(があればそれ)を取り, Kの部分集合

W2 := {c1a1 + c2a2| c1, c2 ∈ F}
を作る. この中のある元が 0に等しい, c1a1 + c2a2 = 0,と仮定しよう. もし c2 �= 0なら c2の
F での逆元を掛けて a2 = −c2−1c1e ∈ F となり, a2の取り方に矛盾する. だから c2 = 0であ
るべきで,伴われて c1a1 = c1 = 0も成り立つ. 言い換えればKのベクトル {a1 = e, a2}は
F 係数で 1次独立である. これはW2の 2元が等しい,即ち c1a1 + c2a2 = c1

′a1 + c2
′a2,なら

c1 = c1
′,かつ c2 = c2

′となる事も意味し,54 W2 ⊂ Kは F 係数の 2次元空間である. 故に位
数 ord(F ) = F の元の総数 = qなら, W2の元の総数 �W2は (c1, c2)の形の F 係数の組の総

52有限個の元しかない係数体 F を持つ線形空間 (ベクトル空間)K は我々には珍らしいし成書での記述も殆
どないから以下少し丁寧に述べる. 実 (複素)数係数線形代数の構成を学んだ教科書があれば,それに沿って下
の様に見返せば,部分空間,ベクトルの 1次独立性,基底,次元, 1次変換,行列 (式),連立 1次方程式 · · ·の証明
論理が (「長さ」に関連する事は除いて)成り立つと容易に分るだろう.

53ベクトル{a1, a2, · · · , ak}がF係数で1次独立とは, Fの数 c1, c2, · · · , ckに対して c1a1+c2a2+· · ·+ckak = 0
となるのが c1 = c2 = · · · = ck = 0に限る事を言う.

54実際 (c1 − c1
′)a1 + (c2 − c2

′)a2 = 0,即ち c1 − c1
′ = 0, c2 − c2

′ = 0なのだから c1 = c1
′,かつ c2 = c2

′.
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数で �W2 = q2である. もしW2 = Kならこれで命題 (c)は証明された事になる. そうでなけ
れば, KにはW2には属さない元 a3があるからそれを取り,

W3 := {c1a1 + c2a2 + c3a3| c1, c2, c3 ∈ F}
を作る. 再び c1a1 + c2a2 + c3a3 = 0なら c1 = c2 = c3 = 0である事は c3 �= 0を仮定して生じ
る矛盾から示される. こうしてF 係数 3次元空間W3 ⊂ Kが得られ, �W3 = q3である. Kは
有限個の元しか持たないからこの手続きは必ず有限回で終了し,ある正の整数 nがあって

K = Wn = {c1a1 + c2a2 + · · ·+ cnan| cj ∈ F, 1<= j <=n},
Kの元の総数 = ord(K) =係数の組 (c1, c2, · · ·, cn)の総数 = qn = ord(F )n,

が成り立つ. nは部分体 (係数体)F 上のKの次元である.
(d)上の (c)の部分体 F をΠp, ord Πp = pに取れば明らか. ■

　以下ではΠpはZpと同一視し,もはや証明等で概念の混乱を招く恐れは少ないので乗法
の単位元 eは 1と記す. 我々は殆どZp係数多項式だけを必要とするが,その限定は議論の
一般性を隠すので,以下暫くの間係数体を標数 p,位数 q = pmの一般の体 F と置き, F の拡
大体をKと記す.

5.4. 有限体上の既約多項式,特に原始多項式

　体 F の元を係数に持ち, F の数と同じ計算規則に従う文字 zの多項式の全体を F [z]と記
す. F [z]の一般元は次の形である:

f(z) = b0z
n + b1z

n−1 + · · · + bn−1z
1 + bnz

0, bj ∈ F, 0<= j <=n.

体 F 係数の任意の n次多項式は b0 ∈ F ∗ := F − {0}の逆元 b0
−1を掛けてmonicにする事

が常に可能で, monicな多項式だけを考えても一般性を失わない.
　元 a ∈ F が F 係数多項式 f(z)に対して f(a) = 0を与える事を,「aは方程式 f(z) = 0の
解」とも「aは多項式 f(z) ∈ F [z]の根」とも言う. 念のため, f(z) ∈ F [z]が 2つ以上,それ
ぞれ 1次以上の F 係数多項式の積の時「F 係数で可約 reducible,或いは F 可約」と,そう
分解できない時「F 係数で既約 irreducible,或いは F 既約」と呼ぶ約束も確認する. F 係
数多項式の F 内の根に対する次の事柄 (a),(b)はZ/m上のCorollary 1.12., Z/p = Zp上の
定理 1.13.,共に p.12,とそれぞれ同様に証明される:

Corollary 5.6. (a) (因数定理)体 F を係数に持つ文字 zの多項式 f(z) ∈ F [z]について,もし
a ∈ F が f(z)の根,即ち f(a) = 0なら, f(z)は因数 z − aで F 係数で割り切れる.
(b)任意の体 F において F 係数 n次多項式の根は n個以下しかない.
(証明) (a) f(z) = b0z

n + b1z
n−1 + · · ·+ bn−1z

1 + bn, bj ∈ F , 0<= j <=n, b0 �= 0の形とする. 体
F が許す加減乗法から f(z)のmonicな z − aによる F 係数での割り算は勿論可能で

f(z) = (z − a)g(z) + r, 商 g(z) ∈ F [z]は n− 1次,

の形になる. rは 0次式 (定数 ∈ F ), f(a) = 0から r = 0,故に f(z) = (z − a)g(z)である.
(b) F 内の任意の根 aに対して, (a)によって f(z)は因数 z − aを持ち, F 係数因数分解 f(z)

= (z − a)g(z)が成り立つ. g(z)の任意の根 b ∈ F についても再び因数定理から g(z)が因数
z − bを持つ. この議論を続けて
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f(z) = (z − a)(z − b) · · · (z − e)h(z)

の形に到達する; h(z) ∈ F [z]は定数, 1つの F 既約な 2次以上の多項式又は 2個以上のそれ
らの積で, h(z) = 0とする z ∈ F は存在しない. f(z)の次数から {a, b, · · ·, e}は全部でも n

個以下である. 上に現れた a, b, · · ·, e ∈ F 以外に f(z)の F 内の根はない;前のZpでの議論
を再現して記憶を再生しよう. 仮に別の a′ ∈ F があって f(a′) = 0を与えると仮定すると

0 = (a′ − a)(a′ − b) · · · (a′ − e)h(a′)

となるが,この右辺はすべて F の 0ではない元の積で,体 F ではこの等式はあり得ず55矛盾
である. 故に n次の f(z) ∈ F [z]の体 F 内の根は必ず n個以下である. ■

　直ちに次が得られる:

定理 5.7. 任意の有限体Kの乗法群K∗は巡回群である. Kの標数が p, KがZpの n次拡大
なら,原始元 primitive elementとも呼ばれる生成元 generator a ∈ K∗が φ(pn − 1)個存在
し,これによるK∗の巡回表現

K∗ = {a1, a2, · · ·, apn−1 = 1},
が成り立つ.
(証明)群K∗の元 zに対する方程式 zk = 1はK係数 k次方程式だからCorollary 5.6.(b)に
よってその根 (�= 0)はK即ち乗法群K∗中で k個以下である. 故に群K∗が巡回群である条
件 (p.42,定理 3.4.)は満たされ, K∗を巡回的に生成する生成元 a ∈ K∗が存在し,すべて異
なる {a1, a2, · · ·, apn−1 = 1}がK∗のすべてである. K∗の任意の元を aで表し (「巡回表

現」し)て ajとするとその位数は ord(aj) =
pn − 1

(pn − 1, j)
であり,56 これが ord(aj) = pn − 1

になるのは分母が 1, jが pn − 1と素な場合である. 故に

原始元の数 =その様な jの数 = (pn − 1と素な正整数の総数) =: φ(pn − 1). ■

　有限体のあり方はこの定理で大きく規定されてしまう. まず任意の有限体KはZpにた
だ一つの元 (生成元)aを添加して四則算法で作られる事がわかる. この事実を「有限体K

はある素数 pに対するZpの単純拡大である」と言う. また次の構造も明白になる:

Lemma 5.8. 素体Zpの n次拡大である任意の有限体Kの元 xはすべて (Zp係数)方程式

G(z) := zpn − z = 0 (5.14)

を満たし, Kはこの方程式の根すべての集合である. 特にKの任意の生成元を aとすれば,
G(z)のK係数での 1次因数への分解 splittingが次の形で成り立つ:

G(z) = z(z − a1)(z − a2)· · ·(z − apn−1). (5.15)

(証明)位数 pn − 1の乗法群K∗の一般元 aはラグランジュの定理によって apn−1 = 1を満た
し, zpn − z = 0の根である. a = 0もこの方程式は満たすから, Kの pn個の元全体が高々同

55Corollary 5.4.(c), p.72.
56これはわかりにくい事柄だからもう 1度確認する. 1 <= j <= pn − 1に対して (aj)h = ajh = eとなるのは

jhが (巡回)群の位数 g := pn − 1の倍数になる時である. d = (j, g) =「jと gの最大公約数」, g = g′d, j = j′d
と置くと g′と j′ は素で, g = g′dが jh = j′hdを割り切る最小の hは h = g′ = g/d = g/(j, g)である. 即ち
h = ord(aj) = g/(j, g) = (pn − 1)/(pn − 1, j).
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数しか存在しないはずの (5.14)の異なる解, G(z)の根,のすべてである. (5.15)は体係数で
の因数定理Corollary 5.6.(a)で F = K, f(z) = G(z)として明らか. ■

　 F (係数)既約多項式は F 係数では因数分解できないが,体 F の拡大体Kの数の使用も許
すとどうなるかを考えよう. まず p.73の Lemma 5.5.(c)が与える次の展望に注意する:

Lemma 5.9. 体 F の n次拡大体Kの任意元 a ∈ Kは高々n次の F 係数多項式の根である.
(証明)体Kは部分体 F を係数とする n次元ベクトル空間を作る. F 係数で 1次独立なベク
トル (Kの元)の最大数は次元と同じ nだから, n+ 1個のKの元 a0, a1, a2, · · ·, anは F 係
数で必ず 1次従属である. 故にすべてが 0ではない係数 c0, c1, · · ·, cn ∈ F があって f(a) =

c0a
n + c1a

n−1 + · · ·+ cn = 0が成り立つ; aは高々n次の F 係数多項式 f(z) = c0z
n + c1z

n−1

+· · ·+ cn ∈ F [z]の根である. a ∈ F なら f(z) = z − aとしてよい. a ∈ K − F では f(z)は
2次以上の F 係数多項式でなければならない. ■

　さらに次が成り立つ:

Lemma 5.10. 位数 qの体 F , F の n次拡大体KとKの任意元 aについて:
(a) aを根とする F 係数の既約多項式 f(z) ∈ F [z]は F の定数倍の任意性を除いて一意であ
り,「元 a ∈ Kの F 上の (即ち F 係数の)最小多項式minimal polynomial」と呼ばれる. a
を根とするすべての F 係数多項式は, aの最小多項式 f(z)によって F 係数で整除される.
(b)特にG(z) := zqn − zは F 係数で f(z)によって整除される.
(証明) (a)前 lemmaから a ∈ Kには 1次以上高々n次の F 係数の多項式が必ずあってその
根になる. それら多項式中の最小次数でmonicなもの57を f(z)とする. aを根とする任意の
F 係数多項式 g(z)を取ると,それは次数が f(z)以上だから f(z)で F 係数で割る事ができ
る. 結果の g(z) = f(z)q(z) + r(z)で z = aとして 0 = g(a) = f(a)q(a) + r(a) = r(a)であ
り, r(z)が 1次以上なら aは f(z)より低次の F 係数多項式 r(z)の根となる. これはあり得
ないから r(z)は 0次の定数 0, F 係数因数分解 g(z) = f(z)q(z)が成り立つ. 特に g(z)が既
約なら商 q(z)は 0次でなければならず g(z) =定数×f(z). 即ち aを根とする F 既約多項式
は定数倍を除いて一意に定まる.
(b)位数 qの体F の n次拡大としてKは位数 qnで, 0を除く乗法群K∗の全ての元 aはラグ
ランジュの定理 aqn−1=1を満たす. 或いは 0も含めれば, Kの全ての元は方程式G(z) =

zqn − z = 0の解である. 故に (a)によって aの最小多項式 f(z)はこの多項式G(z)を割り切
る因数である. ■

上の事実と後の議論の便宜のために,以下では一般性を失う事なく最小多項式をモニック
なものに限る.

　次のCorollary 5.11.から Lemma 5.15.までは乱数問題で中心的な役割を担う「原始多項
式」への最後の準備である.

Corollary 5.11. (a)標数 pの任意の体Kとその任意元 x, yに対して次が成り立つ:

(x+ y)pm
= xpm

+ ypm
, m = 1, 2, · · · .

(b)位数 qの有限体 F ,任意の u, v ∈ F , F の任意拡大体Kとその任意元 x, y ∈ Kについて

57これは実は 1 つしかないがまだそれはわからない. 故に 2 つ以上あればその任意の 1 つを取るとする.
monicにする必要はないが,そうする事は 0でない最高次の係数の逆数を掛けて常に可能である.
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次が成り立つ:
(ux+ vy)q = uxq + vyq.

(証明) (a)まず,素数 p乗に関する 2項展開を考える:
(x+ y)p = xp + pC1x

p−1y + · · ·+ pCp−1xy
p−1 + yp.

1<= j <= p− 1の場合, 2項係数 pCj =
p!

j!(p− j)!
の分母の j!と (p− j)!の中に (pが素数なの

で)pを割り切る因数はなく, pCjは全体として pの倍数,即ち pCj ≡ 0 (mod p). 故に

(x+ y)p = xp + yp.

p乗をm回繰り返したものが pm乗だから,上から次が得られる:

(x+ y)pm
= {· · ·[(xp + yp)p]p· · ·}p = {· · ·[xp2

+ yp2
]p· · ·}p = · · · = xpm

+ ypm
.

(b) F の標数を pとし, q = pmと置く. pは当然Kの標数でもある. (a)の結果で x, yを ux,
vyで置き換える. 任意の u, v ∈ F に対し u, v = 0なら自明に, u, v ∈ F ∗なら Lagrangeの定
理の uq−1 = 1と vq−1 = 1を経て, uq = u, vq = vが成り立つから,

(ux+ vy)q = uqxq + vqyq = uxq + vyq. ■

　簡単な問題で上の内容を確認しよう:

問題 5.12. 2項係数 nCj, 0<= j <=n,をパスカルの三角形で n = 11まで構成して,素数の
n = pに対しては両端の j = 0, nに対する 1を除いて mod pで 0に合同である事を示せ.
(解)次の通り:

1Cj 1 1

2Cj 1 2 1

3Cj 1 3 3 1

4Cj 1 4 6 4 1

5Cj 1 5 10 10 5 1

6Cj 1 6 15 20 15 6 1

7Cj 1 7 21 35 35 21 7 1

8Cj 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9Cj 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

10Cj 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

11Cj 1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1

確かに,素数 pに対する pCjでは両端以外は法 pで 0である. (問題 5.12.終り)

Corollary 5.13. 位数 qの有限体 F の元を係数とする任意多項式 f(z)については

{f(z)}q = f(zq)

が成り立つ.
(証明)一般性を失う事なく f(z) = b0z

r + b1z
r−1 + · · ·+ br, bk ∈ F の形としてCorollary

5.11.を繰り返し適用すると,

{f(z)}q = {b0zr + (b1z
r−1 + · · · + br−1z + br)}q
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= (b0z
r)q + (b1z

r−1 + · · ·+ br−1z + br)
q

= b0
qzrq + (b1z

r−1)q + (b2z
r−2 + · · ·+ br−1z + br)

q

= · · · · · · · · ·
= b0(z

q)r + b1(z
q)r−1 + · · ·+ br−1z

q + br = f(zq). ■

Lemma 5.14. 標数 pの有限体Kの乗法群K∗の任意元 a �= 0に対して

a, ap, ap2
= (ap)p, ap3

= [(ap)p]p, · · ·, apk
, ;

a−1, (a−1)p, (a−1)p2
= [(a−1)p]p, · · ·, (a−1)pk

, · · ·
の形の元はすべてK∗で同位数である.
(証明) [K : Zp] = n,即ち体KはZpの n次拡大体だとし, K∗の生成元 bによる巡回表現
a = bjを取れば,定理 5.7.の証明で再確認した様に次が成り立つ:

ord(a) = ord(bj) =
pn − 1

(pn − 1, j)
, ord(ap) = ord(bjp) =

pn − 1

(pn − 1, jp)
.

素数 pに対し pと pn − 1とは共通素因数を持たず互いに素で (pn − 1, jp) = (pn − 1, j)だか
ら ord(a) = ord(ap). これを繰り返して

ord(a) = ord(ap) = ord{(ap)p} = ord(ap2
) = · · · = ord(apk

) = · · ·.
また 1<= k < ord(a)のとき 1 = (aa−1)k = ak(a−1)kなら, ak �= 1だから (a−1)k = 1ではあり
得ず, k = ord(a)のとき始めて ak = 1と共に (a−1)k = 1となる. 故に ord(a−1) = ord(a)で
ある. (a−1)p = (ap)−1だから,残る結論は前半から従う. ■

Lemma 5.15. Kが F の拡大体, a ∈ Kが F 係数の (必ずしも既約ではない)任意多項式
f(z)の 1根, ord(F ) = qなら,次のKの元はすべて f(z)の同位数の根である:

a, aq, aq2
= (aq)q, aq3

= ((aq)q)q, · · ·. (5.16)

これらは f(z)の互いに共役 conjugateな根と呼ばれる.
(証明) f(a) = 0なら, Corollary 5.13.は任意の正の整数 sに対し f(aqs

) = {[f(a)q]q· · ·}q = 0

を保証する. 故に (5.16)の元は皆 f(z) = 0の解である. F の標数,即ちKの標数を pとすれ
ば ord(F ) = q = pmとなる正の整数mがあるから任意の正の整数 jに対して aqj

= apmj
で

あり, Lemma 5.14.によって (5.16)の元の位数はすべて等しい. ■
上の Lemma 5.15.で a ∈ F なら aq = aとなって命題は自明で,ここでは F に根を持たない
f(z), F 既約であるか或いはその様な因数の積か,の場合しか興味はない. F 既約多項式の
場合には f(z)の根は実は (5.16)の形のものがすべてだが,これは次の章で触れる.

　さあ,特別な既約多項式,原始多項式について知識を収束しよう. 原始多項式は普通素体
Zpを係数として考えるが,少し一般化して述べる:

定理 5.16. 位数 qの有限体 F とその n次拡大体K, n>=2について,
(a)乗法群K∗の任意の生成元 aの F 係数の最小多項式 (モニックな F 既約多項式)は n次
であり,すべてK∗の生成元である n個の共役な単根

a, aq, aq2
= (aq)q, · · ·, aqn−1 (5.17)
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を持つ. これを「F 上の n次原始多項式 primitive polynomial」と呼ぶ.
(b) F 係数 n次多項式 f(z)が原始多項式である必要十分条件は次の (i),(ii)である:

(i) f(z)が F 既約で,
(ii) f(z)が zr − zを F 係数で割り切る様な rの最小値は rmin = qnである.

(証明) Lemma 5.9.からK∗の生成元 aは高々n次の F 係数多項式の根,従って aの F 係数
最小多項式 f(z)も高々n次である. f(z)は Lemma 5.15.によってK∗の同位数の元,即ちす
べてK∗の生成元である (5.17)の全体も根とするが, q, n>=2から

qn−1 < (q − 1)(qn−1 + qn−2 + · · ·+ 1) = qn − 1,

aは位数 qn − 1の生成元だから (5.17)の n個は皆Kの異なる元である. 故にそれらすべて
を根に持つ f(z)は n次と確定し, (5.17)の単根がその根の全体で, f(z)はKで 1次因数に
分解される. 位数から aはZp係数 (当然 F 係数)の方程式H(z) = zqn−1 − 1 = 0を,従って
G(z) = zqn − z = 0も満たし, Lemma 5.10.(b)によって aの F 係数最小多項式 f(z)はG(z)

を F 係数で割り切る. f(z)が zr − zを F 係数で割り切るなら ar − a =「f(a)の倍数」= 0

で, a �= 0だから ar−1 − 1 = 0,即ち ar−1 = 1で, r − 1は生成元 aの位数 ord(a) = qn − 1の
倍数である. 即ち f(z)が zr−1 − 1を F 係数で割り切る最小の r − 1は rmin − 1 = qn − 1で
あり rmin = qnであって, (i)と (ii)は f(z)が原始多項式である必要条件である.
　逆に n次の f(z) ∈ F [z]について (i), (ii)の成立を仮定する. (i)の F 既約性は F のある n

次拡大体K, ord(K) = qn,が存在し,そこで f(z)が根を持つ事を保証する.58 ord(K) = qn

でこのKでの f(z)の任意の根を a ∈ K∗, ord(K∗) = qn − 1,と置く. aの位数を r − 1とし
よう;当然 r − 1<= qn − 1である. aは F 係数方程式 zr−1 − 1 = 0, zr − z = 0の根だから, F
既約な f(z)は Lemma 5.10.により F 係数で zr − zを割り切る. (ii)によってこの rの最小
値が qnだから, r − 1>= qn − 1. 故に前の不等式と併せて aの位数 r − 1 = qn − 1,即ち aは
Kの生成元であり, aの最小多項式 f(z)が原始多項式だと確定する. ■

5.5. 有限体の存在

　「有限体」の舞台の上で我々は素数を中心に演じられる大変精妙な構造を見た. 目を返
すと,しかし,我々が今迄に存在を確認したのは素数 pに対する素体Zp,そしてZ3に 2次
既約多項式 z2 + 1の根を添加した位数 32 = 9の拡大体だけだった. だから厳格には得られ
た理解すべてに「もし位数有限の体 F ,或いはその拡大体Kが存在すれば」という但し書
きが必要で,結論として我々が今持つのは,

もし有限体 F とその n次拡大体Kが存在すれば
それらは素数の標数 pを持ち,
Kは F 係数の有限 n次元ベクトル空間を作り,
位数は ord(F ) = pm, ord(K) = (pm)n = pmnに限られ,

58下で詳しく述べるが,既に §5.2で行った様に実際には f(z)の 1根 i(があるとしてそれ)を F に添加し,加
減乗法で拡大体K を作ればよい. f(i) = 0の関係によって in は in−1 以下で表され, K は実体としては

K = {c0 + c1i + c2i
2 + · · · + cn−1i

n−1| cj ∈ F, 0 <= j <= n − 1}
の形で F 係数 n次元線型空間であり,文字 iの F 係数多項式の全体 F [i]という「もの」に多項式 f(i)を法と
して,即ち f(i)の倍数はすべて 0とみなして,合同を定義した剰余類集合 F [i]/f (i)として確かに存在する. 文
字の名称 iは何でもよい, zでもよいので,実際にはよくK = F [z]/f (z)と記される.



80

Kの乗法群K∗は巡回群で生成元を持ち,
K∗の生成元の最小多項式として F 上の n次既約 (原始)多項式が存在し, · · ·

という事になる. この前提 (従ってすべて)を正当化し,有限体について必要な知識を完成さ
せよう.

　劇の進行はすこしこみ入るが粗筋は簡単である. 任意の素数 pを固定し素体Zpの存在に
基づいて,我々は任意の自然数mに対する位数 q = pmの有限体 F ,その任意の次数の拡大
体Kと F 上の n次既約多項式の存在とを示す. それには次を得れば十分である:

補助 lemma位数 qの有限体Aが存在すれば,任意の自然数 nに対してAの n次拡大体B

とA係数の n次既約多項式とは存在する.

実際,これが示されれば, A = Zpとし,任意の自然数mを取ってZpのm次拡大体である
位数 q = pmの体B = F の存在が保証される. そこで再びこの F をAに取り直せば,任意の
自然数 nに対して F の n次拡大である位数 qnの体B = Kの存在と F 係数 n次既約多項式
の存在とが得られて目的は達せられる.

　以下暫く,標数 p,位数 q = pm (m = 1, 2, · · ·)の有限体Aの存在を仮定する. Aの乗法群
A∗の位数が q − 1だから任意の a ∈ A∗はフェルマ－の小定理 aq−1 = 1を満たし, a = aqと
なる. この両辺を q乗すれば a = aq = (aq)q = aq2

が得られ,続けて

a = (aq2

)q = aq2·q = aq3

= · · · = aqn

,

即ちG(a) = aqn − a = 0に至る. G(0) = 0も含めて, A = {0, a, b, · · · , l}の全ての元は多項
式G(z) = zqn − zの根であり,因数分解G(z) = z(z − a)(z − b) · · · (z − l)I(z)が成り立つ.
ここで I(z)は qn − q次A係数多項式である.
　任意の体K係数多項式 f(z) ∈ K[z]について 1つの有名なトリック,微分 f ′(z)を用いる.
多項式だからそれは次の代数的規則だけですべて計算される:

(zj)′ := jzj−1, j >= 0, {f(z) + g(z)}′ := f ′ + g′, (fg)′ := f ′g + fg′.

結果は勿論通常の実数や複素数上で極限操作が与えるものと変りはなく, f ′(z)もK係数多
項式である. 次が得られる:

Lemma 5.17. (a)任意の体Kを係数とする多項式 f(z) ∈ K[z]のK内の重根は必ず f ′(z)
の根でもある.
(b)標数 pの任意の有限体Kの上で,任意の正の整数 rに対する多項式 g(z) = zpr − zは (そ
れがK内に根を持つとしても)単根しか持てない.
(証明) (a) z = a ∈ Kが f(z) ∈ K[z]の j(>=2)重根なら,因数定理からK上の因数分解は
f(z) = (z − a)jg(z)の形である. このとき f ′(z) = j(z − a)j−1g(z) + (z − a)jg′(z)となる事
は通常の積の微分から明らかで, j − 1 >= 1によって f ′(a) = 0も成り立つ.
(b) g′(z) = przpr−1 − 1 ≡ −1 (mod p)だから,標数 pの体K内で g′(z)は決して根を持て
ない. 故に (a)によって g(z)はK内で重根は持てない. ■

　 Lemma 5.17.(b)によって,我々が存在を仮定した標数 p,位数 q = pmの体A上でG(z) =

zqn − z = zpnm − zは重根を持てない. 故に qn − q次A係数多項式 I(z)はAには根を持て
ず, I(z)そのものは必ずしもA既約ではないが 2次以上の「A既約因数」しか含めない. そ
の様なA既約因数 f(z)を 1つ,次数 j >= 2を取り,複素数や 5.2.節の例に倣って「感覚的」
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に言えば f(z) = 0の根 z = iがあるとしてそれをAに添加し, Aの j次拡大体A′を作る.
実際にはこの手続きはA係数の iの多項式の全体A[i]に法 f(i)を入れたもの, j − 1次以下
の文字 iのA係数多項式の全体に f(i)の倍数は 0とする規則で (法 f(i)で)四則算法を行う
ものA[i]/f(i)を与え,これがA′の実体である. 新しく作られた標数 p,位数 qj = pjmの体
A′でG(z)を見る. 再び Lemma 5.17.(b)でK = A′とすると,この標数 pの体A′の上でも
G(z)は重根を持てない. だから j < nならG(z)には必ずA′既約な 2次以上の因数が残る.
この因数を 1つ任意に取ってその根をA′に付加し, A′をさらに拡大した体を作る. この手
続きはG(z)が完全に 1次因数に分解されるまで続けられる. 出来上がった標数 pの体をB′

と記し,体B′中のG(z)の根の全体をBと置く;位数から考えてB′ = Bだろうが,その事
は以下の議論には関係しない. Bは始めに与えた体Aを含み,次の性質を示す:

Lemma 5.18. 任意の素数 p,自然数m,n, q = pmに対し,多項式G(z) = zqn − zを 1次因数
に分解する標数 pの任意有限体B′中でG(z)の根 (単根)の全体Bは位数 qnの有限体を
作る.
(証明) Lemma 5.17.(b)によってK = B ⊂ K ′ = B′でもG(z)は単根しか持てない. Bの任
意の元 a, bを取る; G(a) = G(b) = 0. 素数 p,自然数m,nに対して常に

(−1)qn

= (−1)pmn ≡ −1 (mod p)

である事に注意して次を得る:

G(a− b) = (a− b)qn − (a− b) = aqn
+ (−b)qn − (a− b) = G(a) −G(b) = 0.

即ち加法+に関する群B′の部分集合Bは部分群の条件, a, b ∈ Bなら a− b ∈ B,を満たし
群であり (Lemma 2.14.(a)),特に 0 ∈ Bが成り立つ. 次に b ∈ B∗ := B − {0}として次の計
算をする:

G(ab−1) = (ab−1)qn − ab−1 = −a(b−1)qn+1(bq
n − b) = −a(b−1)qn+1G(b) = 0;

ここでG(a) = 0による aqn
= aを用いた. だから a, b ∈ B∗なら ab−1 ∈ B∗でもあり, B∗は

乗法に関する群B′ − {0}の部分群である. 故にBは (部分)体で,次数 qnのG(z)の単根の
全体として位数 qnである. ■

　この様に標数 p,位数 q = pmの体Aがあれば,任意の自然数 n = 1, 2, · · ·に対してAを拡
大して構築されたG(z) = zqn − z = 0の根の全体である位数 qnの有限体Bが存在する. 乗
法群B∗の既知の巡回性はその生成元のA係数の最小多項式, A上の n次原始多項式,即ち
n次A既約多項式,の存在も保証する. (補助 Lemma証明終り)

定理 5.19. 任意の素数 pと自然数m,nに対して,位数 q = pmの有限体 F ,その n次拡大体
K, F 係数 n次既約多項式,特に F 係数 n次原始多項式は存在する.

(証明)再記する. 任意素数 pに対する素体A = Zpの存在は既知である. だから任意の自然
数mについてZpのm次拡大体である位数 q = pmの有限体B = F の存在が補助 lemma
からわかる. その F をAとして再び補助 lemmaを用いると,任意の標数 p,位数 q = pmの
有限体 F の n次拡大である位数 qnの体B = Kと F = A係数で既約な n次多項式,特に乗
法群K∗の生成元の最小多項式としての F 係数 n次原始多項式とは存在が確定する. ■

　存在を上で示された標数 p,位数 pm = qの体 F 上で,これも存在の確認された n次既約多
項式 f(z)をG(z) = zqn − zを 1次因数に分解する体Kの構成に用いれば, Kは実は 1度の
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拡大操作, f(z)の根の添付,で得られた事がわかる. 拡大方法に関係なく,得られた有限体は
G(z) = zqn − zの単根の全体だから,位数だけで特徴付けられるものとして「位数 qnのガロ
ア体GF(qn)」と記される. 多項式G(z) = zqn − zは Lagrangeの定理を満たすものを方程
式G(z) = 0で選び出す篩である. G(z)と F 上の n次既約多項式,原始多項式と限らないも
の,が有限体の中で演じているさらに精妙な姿で終幕としよう. 以後,議論の明確のために
Gr(z) := zr − z, Gpm(z) := zpm − zと書く. GF(pm)の任意元 aを取ると, Gpm(a) = apm − a

= 0,即ち a = apm
であり次が成り立つ:

a = apm
= (apm

)pm
= apm·pm

= ap2m
= (apm

)p2m
= ap3m

= · · · = apnm
.

即ち任意の n = 1, 2, · · ·に対してGpm(z)の根 aはGpmn(z) = 0も満たす. 故に:

Corollary 5.20. 任意の素数 pと自然数m,n, q = pmとに対して,
(a)多項式Gqn(z) := zqn − zは多項式Gq(z) := zq − zでZp係数で整除される.
(b) Gqn(z) = zqn − zに含まれる F = GF(q)係数既約因数の次数 dは nの約数に限る.

(証明) (a)ガロア体K = GF(pmn)はGpmn(z)を 1次因数に分解する. これらの 1次因数に
は上の事から多項式Gpm(z)のすべての根が含まれ, Gpm(z)はK係数でGpmn(z)を割り切
るが,これらは共にZp係数だから整除はZp係数だけで行われる.
(b) Gqn(z) = zqn − z = zpmn − zはK = GF(pmn)で 1次因数に分解される. 当然Gqn(z)の
任意の F = GF(q)既約因数 f(z),次数 d <= n,も同様である. この f(z)の 1つの根 a ∈ K

を F = GF(q)に添加すれば F の d次拡大体K ′ = GF(qd)ができるが,これはK = GF(qn)

の部分体でKはK ′のある拡大次数 h = n/dの拡大体であり, hは整数である. 故に dは n

の約数でなければならない. ■

定理 5.21. F は位数 qの任意の有限体とする.
(a)多項式Gqn(z) = zqn − zは nを割り切るすべての自然数 d (1<= d<=n)を次数とするすべ
てのモニックで F 既約な多項式因数の重複を持たない (square-freeな)積に等しい.
(b)任意のF 既約 n次多項式 g(z)はK = GF(qn)で 1次因数に分解され,その任意の 1根を
a ∈ Kとして n個の

a = aq0
, aq = aq1

, aq2
= (aq)q, · · · , aqn−1 (5.17)

を根のすべて,同位数の共役な単根,として持つ. これら g(z)の共役根の単一の位数を「F
既約多項式 g(z)の指数 exponent」と呼ぶ. 指数は qn − 1の約数である.
(c)ガロア体K = GF(qn), K ′ = GF(qn′

), n > n′についてK ′がKの部分体であるのは n′

が nを割り切る (n′|n)ときでありその場合に限る.
(証明) (a)任意の正の整数 dに対して d次 F 既約 (でモニック)な任意の多項式 f(z)はその
1根 aを F に添加すれば F の d次拡大体K ′ = F [z]/f(z)が得られ, K ′は zqd − z ∈ F [z]の
根の全体で aを含む. 故に aの F 係数最小多項式である f(z)は F 係数で zqd − zを割り切
り,特に d|nの場合 n = dn′としてCorollary 5.20.(a)から f(z)は重根を持てないGqn(z) =

zqn − z = zqdn′ − zの F 既約 1重因数である. この整除は F 上の任意の d′次既約多項式,但
し d′は nを割り切る, d′|nである任意のもの,についても成り立ち,体 F 係数で既約因数分
解は一意だから (第 8章定理 8.8.(b))命題 (a)のすべての F 既約因数の 1重積 P はGqn(z)に
含まれる. 逆にCorollary 5.20.(b)によって P はGqn(z)を含むから命題が従う.
(b)任意の F 既約 n次多項式 g(z)は (a)によって根をK = GF(qn)内に持つ. その根の 1つ
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a ∈ Kに対して (5.17)の形の元が皆 g(z)の同位数の (共役 conjugateな)根である事は既に
見られた. (5.17)の異なる元は多くとも {a = aq0

, aq = aq1
, aq2

, · · · , aqn−1}の n個である;
aqn−1 = 1, aqn

= a, · · ·で以後の q乗は同じ系列の繰り返しに過ぎない. aqs
= aqt

となる整
数 0<= s < t<=nを考える. 集合としてはK = F [z]/g(z)なのだから, Kの任意元 bは F の係
数 {dj| 1<= j <=n, (dj)

q = dj}によって b = d1a
n−1 + d2a

n−2 + · · ·+ dn−1a
1 + dna

0と表され
る. Corollary 5.11.から

bq = (d1a
n−1 + d2a

n−2 + · · ·+ dn)q = d1(a
q)n−1 + d2(a

q)n−2 + · · · + dn

である. だから仮定 aqs
= aqt は

bq
t
= d1(a

qt
)n−1 + d2(a

qt
)n−2 + · · ·+ dn = d1(a

qs
)n−1 + d2(a

qs
)n−2 + · · ·+ dn = bq

s

を意味する; Kのすべての元 bは bq
t−qs

= 1を満たし,その位数は qt − qs > 0かその約数以
下か,である. ここで qt − qs<= qn − 1だが, bを位数 qn − 1のK∗の生成元に取れば t = n,
s = 0以外にはあり得ないと結論される. 故に (5.17)の n個はすべて異なり, n次で F 上既
約な g(z)の単根のすべてである. 指数の性質は定理 2.18.(c)による.
(c) GF(qn)はGqn(z)の,そしてGF(qn′

)はGqn′ (z)の根の全体だから (a)によって明らか.■

　少し準備を要する「体係数の多項式の既約因数分解一意性」の証明は最終章に示す. 体
F ,例えば F = Zp = GF(p)のGF(pn)への拡大を異なる F 既約多項式の異なる根を選んで
2様に行い,体K,K ′を得たとしよう. 定理 5.21.(a)で見るGpn(z) = zpn − zの構造は,任意
の n次 F 既約多項式 f(z)の根がそれぞれに例えば i ∈ Kと i′ ∈ K ′として含まれる事を保
証する. F 係数のすべての多項式 h(z)に対して対応 ϕ(h(i)) = h(i′)を定義すれば, ϕはK

とK ′とを f(i(
′))が定める加法,乗法表を保って対応させる. 故に F の拡大に選ばれた既約

多項式やその 1根の選択に関係なく体KとK ′は同形で,同形を同一視して位数 pnの有限
体,ガロア体GF(pn)は一意だと定理 5.21.(a)は端的に示している.

5.6. 演習問題

　Z2 = {0, 1}上の 3次多項式は

f(z) = z3 + Az2 +Bz + C (A,B,Cは 0または 1)

の形である. この中でZ2 = {0, 1}で既約なものを考える. f(0) = C = 0なら因数 zがある
から既約でないと除いてよく, Z2既約 3次多項式の候補は下の表のC = 1のものだけにな
る. この中でZ2可約な 3次多項式は必ず残るZ21次因数 z − 1 ≡ z + 1を含み f(1) ≡ 0

(mod 2)となる. だから f(1) �≡ 0 (mod 2)ならZ2係数 1次因数はなく既約である. 表の
多項式の z = 1での値を求め,既約性〇を×で記入し,可約の場合には因数分解すれば次の
様になる:

　 z = 1での値 既約性 　　　　因数分解
z3 + z2 + z + 1 4 ≡ 0 (mod 2) × ≡ z3 + 3z2 + 3z + 1 = (z + 1)3

z3 + z2 + 1 3 �≡ 0 (mod 2) 〇 　
z3 + z + 1 3 �≡ 0 (mod 2) 〇 　
z3 + 1 2 ≡ 0 (mod 2) × ≡ (z + 1)(z2 ± z + 1)
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　z2 + z + 1は 2次既約多項式である事に注意する.
　Z2の 3次拡大体K = GF(8)は存在する. その乗法群K∗は 8 − 1 = 7の素数個の元から
なるから,59 1以外のK∗の元 6個はすべて生成元で位数 7,これらの最小 (既約)多項式は原
始多項式で 3次でなければならない. だから上の 2つのZ2既約 3次多項式は共に原始多項
式である.

問題 5.22. (a) 3次のZ2既約 (原始)多項式 f(z) = z3 + z + 1の根 iとZ2の数の四則演算
+ −×÷で作られる数は, iの 3次以上の式は全部 i0 = 1, i1 = i, i2だけで作られる 2次以
下の式に置きなおせる. だからZ2と iの四則算法でつくられる数 (「複素数」)は

(a, b, c) := ai0 + bi1 + ci2; a, b, cは 0または 1,

の形のものがすべてで,次の 23 = 8個である:

(0, 0, 0) := 0 + 0i+ 0i2 = 0, (1, 0, 0) := 1 + 0i+ 0i2 = 1,

(0, 1, 0) := 0 + 1i+ 0i2 = i, (0, 0, 1) := 0 + 0i+ 1i2 = i2,

(1, 1, 0) := 1 + 1i+ 0i2 = 1 + i, (1, 0, 1) := 1 + 0i+ 1i2 = 1 + i2,

(0, 1, 1) := 0 + 1i+ 1i2 = i+ i2, (1, 1, 1) := 1 + 1i+ 1i2 = 1 + i+ i2.

この全体をK, Kから 0を除いたものをK∗ := K − {0}と書く. iの羃乗を計算し, K∗の数
の iの羃での表現 (巡回表現)を下の表の第 2行に記入し,これを用いてK∗の乗積表を完成
しなさい.
(b)また,同じ表から各元の羃乗表をつくり, 1以外が生成元である事を確認しなさい.
(c) Z2既約 3次多項式 f(z) = z3 + z + 1のKでの因数分解を求めなさい. またもう 1つの
Z2既約 3次多項式 g(z) = z3 + z2 + 1の因数分解も求めなさい.
(解) (a) f(i) = 0より

i3 = 1 + i, i4 = i+ i2, i5 = i2 + i3 = 1 + i+ i2,

i6 = i+ i2 + i3 = 1 + i2, i7 = i+ i3 = i+ 1 + i ≡ 1.

積 abの表は,巡回表現から指数法則 is · it = is+tで簡単に計算できる.
a\b 1 i i2 1 + i 1 + i2 i+ i2 1 + i+ i2

i7 i1 i2 i3 i6 i4 i5

1 1 i i2 1 + i 1 + i2 i+ i2 1 + i+ i2

i i i2 i3 = 1 + i i+ i2 1 1 + i+ i2 1 + i2

i2 i2 1 + i i+ i2 1 + i+ i2 i 1 + i2 1

1 + i 1 + i i+ i2 1 + i+ i2 1 + i2 i2 1 i

1 + i2 1 + i2 1 i i2 1 + i+ i2 1 + i i+ i2

i+ i2 i+ i2 1 + i+ i2 1 + i2 1 1 + i i i2

1 + i+ i2 1 + i+ i2 1 + i2 1 i i+ i2 i2 1 + i

逆数 1 1 + i2 1 + i+ i2 i+ i2 i 1 + i i2

　(b)指数法則 (is)t = ist,ラグランジュの定理 i7 = 1, is+7 = isを繰返して使えば簡単である.
結果は次の通り:

59素数 7 = 23 − 1はメルセンヌMersenne数, 3はメルセンヌ指数Mersenne exponentである.
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a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 生成元
1 1 1 1 1 1 1 ×
i i2 i3 = 1 + i i+ i2 1 + i+ i2 1 + i2 1 ○
i2 i+ i2 1 + i2 i 1 + i 1 + i+ i2 1 ○

1 + i 1 + i2 i2 1 + i+ i2 i i+ i2 1 ○
1 + i2 1 + i+ i2 i+ i2 1 + i i2 i 1 ○
i+ i2 i 1 + i+ i2 i2 1 + i2 1 + i 1 ○

1 + i+ i2 1 + i i 1 + i2 i+ i2 i2 1 ○

　確かに, 1以外のすべての数は生成元である.
(c) Z2 = GF(2)上の 3次既約多項式 f(z) = z3 + z + 1の根 iに対して, i2, i22

= i4も共役な
根で, K = GF(8)係数の因数分解

f(z) = z3 + z + 1 = (z − i)(z − i2)(z − i4) = (z − i)(z − i2)(z − i+ i2)

が成り立つ. 残るもう 1つのZ2上の 3次既約多項式 g(z)はGF(8)∗の残る i3とその 2乗の
繰り返し

i3 = 1 + i, (i3)2 = i6 = 1 + i2, (i3)22
= i12 = i5 = 1 + i+ i2

を根に持つから,

g(z) = z3 + z2 + 1 = (z − 1 − i)(z − 1 − i2)(z − i− i2)

= (z + 1 + i)(z + 1 + i2)(z + i+ i2).

これがKでの因数分解である. (問題 5.22.終り)

問題 5.23. 問題 5.22.で得たZ2の 3次拡大体K = GF(8)の中では, 3次Z2既約多項式
f(z) =

z3 + z + 1の根 i �= 0はまた多項式,

G(z) = z8 − z = z(z − 1)H(z) = 0,

H(z) := z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1

の根でもある. 故にH(z)は iの最小多項式である f(z) = z3 + z + 1でZ2係数で整除され
る. この割り算を行い, G(z)のZ2既約因数への完全な分解を完成せよ.
(解)割り算は次の様になる:

z3 + z2 + 1

z3 + z + 1 ) z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1

z6 + z4 + z3 　　　　
z5 + z2 + z + 1

z5 + z3 + z2

z3 + z + 1

z3 + z + 1

0
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故にZ2でのG(z)の既約因数分解は

G(z) = z(z + 1)(z3 + z + 1)(z3 + z2 + 1).

この様に,拡大次数 3を割り切る次数, 3次と 1次,のすべてのZ2既約な多項式

z3 + z2 + 1, z3 + z + 1, z − 1, z

はG(z)の中に含まれ, z3 + z2 + 1,或いは z3 + z + 1を 0とする根はこのK = GF(8)の中
で求められる. しかしZ2上の 3次可約なものうち z3 + 1 = (z + 1)(z2 + z + 1) = 0はKで
なくガロア体GF(22)等をその完全な分解に必要とする. (問題 5.23.終り)

5.7. BCH(Bose-Chaudhuri-Hocquenghem)符号

　有名な Bose-Chaudhuri-Hocquenghem符号の基本事項は有限体の知識のストレートな
応用である. 是非この段階で触れておこう. コンピュータ内やコンピュータ間等のデータの
送受は普通Z2の元 0, 1,一般にはZpや有限体GF(pn)の元でも構わないので以下そうす
る,の j連 x0x1x2· · ·xj−1を 1区切り,「語」とし,それを送受での誤りが入った場合のその
検出や訂正や,を目指した余剰情報を添えた k連, k > j,の符号 (code)y0y1y2· · ·yk−1に変換
(符号化 encode)して送る. 受信側は変換の規則に従い,得られた符号からもとの語を復元
(復号 decode)する.
　よく行われるのは語も符号もある文字 zのZp係数多項式と考え直す多項式符号
polynomial codeの場合で,

(1)語 x0x1x2· · ·xj−1をZp係数で j − 1次以下の次の多項式に対応させる:

f(z) = x0z
0 + x1z

1 + x2z
2 + · · ·+ xj−1z

j−1

(2)ある r次符号化多項式 encoding polynomial

e(z) = c0z
0 + c1z

1 + c2z
2 + · · ·+ crz

r, ci ∈ Zp, 1<= i <= r,

を取り,
(3)その符号は k = j + rと置いてZp係数多項式としての積

F (z) = e(z)f(z) = y0z
0 + y1z

1 + y2z
2 + · · · + yk−1z

k−1

に対応する y0y1y2· · ·yk−1に取る. F (z)の係数が送信される符号である.

もとの語の全体は

{x0x1x2· · ·xj−1| xi ∈ Zp, 0<= i <= j − 1}
だが,これらに対応する多項式語はZp係数の高々j − 1次多項式の全体

W = {f(z) = x0z
0 + x1z

1 + · · ·+ xj−1z
j−1| x0, x1, · · ·, xj−1 ∈ Zp}

を作る;語は実用では x0 �= 0, xj−1 �= 0と制限する (多項式語 f(z)が必ず j − 1次になり,定
数項を持つ様にする)が,ここではそれを考えない. 多項式符号F (z)の全体は高々k− 1次の
zの多項式,但しその全部ではなくて因数 e(z)を含むもの, e(z)で割り切れるものの全体,

Ce = {F (z) = f(z)e(z)| f(z) ∈W}
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に限定され特徴付けられる. もとの多項式語の全体W はZp係数線形空間である:

f(z), g(z) ∈W なら任意定数 α, β ∈ Zpに対して h(z) = αf(z) + βg(z) ∈W.

即ち h(z) = αf(z) + βg(z)も高々j − 1次である. 勿論 αf(z) + βg(z)の係数の計算はZpで
の加法で行う.

Lemma 5.24. Zp係数線形空間であるという性質は多項式符号の全体Ceでも保たれる.

(証明) F (z) = f(z)e(z) ∈ Ce, G(z) = g(z)e(z) ∈ Ceであれば, h(z) := αf(z) + βg(z) ∈ W

だから,

aF (z) + bG(z) = {αf(z) + βg(z)}e(z) = h(z)e(z) ∈ Ce, ∀α, β ∈ Zp. ■

　受け取った多項式符号 F (z)から多項式語 f(z)を復元するには f(z) =
F (z)

e(z)
の割り算を

すればよい. 受信符号での誤りの有無は F (z) ∈ Ceが成り立つか,即ち e(z)でZp係数で割
り切れるかどうかで判断できる; Ceに属す符号を受け取った時は誤りではないと考えるの
である. 次の定義を置く:

定義 5.25. 多項式符号F (z) ∈ Ce − {0}の持つ 0でない係数の個数のCe − {0}での最小値 d

を符号Ceの最小ハミングHamming距離という. (定義 5.25.終り)

　誤りを検出する立場からは,上で定められる dが符号体系Ceの誤り検出能力を規定する.
実際任意の異なる符号 F (z), G(z) ∈ Ceに対しては,差の多項式 F (z) −G(z)は 0ではない
多項式符号だから,少なくとも d個の係数が 0ではない,言い換えると F (z)とG(z)は少な
くとも d個の係数で異なり,途中で d個以上の誤りが入らない限り同じものと間違える事は
ない. 誤りが入り多項式符号ではない F �(z)を受け取った時には,それを最も係数の違いの
数が小さい (ハミングHamming距離で最も近い)多項式符号 F (z) ∈ Ceに訂正する. 正し
くない符号の数 sが d/2より小さい場合にはこの訂正は可能であり成功する;実際 F �(z)の
係数をこの s個, s < d/2,変えれば正しい符号多項式 F (z) ∈ Ceが得られるが, F �(z)から他
の任意の符号多項式G(z)への訂正で変えるべき係数の数を s′とすると, F (z)からG(z)へ
は係数高々s+ s′個の変更で達するのだから最小ハミング距離 dの定義から

d<= {F (z)とG(z)の係数の異なる数 }<= s+ s′, s′>= d− s > d− d/2 = d/2 > s,

が満たされ,最小の訂正が正しい符号を一意に与えるのである.
　再度まとめれば最小ハミング距離 dの多項式符号では d個未満の誤りは必ず検出可能で
d/2個未満の誤りは必ず訂正可能である.
　この様に多項式符号の全体Ceの最小ハミング距離 dは大切な特性で,符号化多項式 e(z)

にはなるべく大きな dを保証するものを選びたい. e(z)の取り方の 1つが BCH符号で,そ
れは次の定理が示す原理に基づいている.

定理 5.26. pは素数, aは有限体K = GF(pn)の乗法群K∗の生成元とし, Zp係数の多項式で
aiを根に持つ最小次数のもの (最小多項式)をmi(z)と書く. d<= pn − 1となる任意の正の整
数 dを取り, a1, a2, a3, · · ·, ad−1のこれら最小多項式の中の異なるものの積を

e(z) ≡ LCM{m1(z), m2(z), · · ·, md−1(z)}
と置くと:
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(a) e(z)の次数 r < pn − 1である.
(b)次数 j <= pn − 1− rである任意のZp係数 j次多項式 f(z) �= 0,即ちF (z) ≡ f(z)e(z)の
次数 r + j − 1 < pn − 1となる任意のZp係数 j次多項式語 f(z) �= 0,について, e(z)を符
号化多項式とする多項式符号 F (z) ≡ f(z)e(z)は必ず d個以上の 0でない係数を持つ.

e(z)を「最小距離 dの BCH符号化多項式」と言う.
(証明) (a)元 aはK∗の原始元で位数 pn − 1, d− 1<= pn − 2だから a, a2, a3, · · ·, ad−1には同
一のものはなく, apn−1 = 1を含まず,またすべて方程式

zpn−1 = 1,即ち zpn−1 − 1 = 0

を満たす. 明らかな因数分解

zpn−1 − 1 = (z − 1)I(z), I(z) = zpn−2 + zpn−3 + · · ·+ z2 + z + 1,

によれば a1, a2, a3, · · ·, ad−1は I(z) = 0の解で,これらの数の最小多項式m1(z), m2(z), · · ·,
md−1(z)はどれも I(z)を割り切る. 故に I(z)はm1(z), m2(z), · · ·, md−1(z)の倍数になって
いて上の最小公倍数 e(z)によって割り切られる. これは

「e(z)の次数 r」<=「I(z)の次数 pn − 2」< pn − 1

を証明する.
(b) f(z) �= 0から F (z) = f(z)e(z)は法 pで 0ではない係数を必ず持つ. その様な係数の個
数をm個として, j + r <= pn − 1, j + r − 1<= pn − 2から,

F (z) = f(z)e(z) = c1z
i1 + c2z

i2 + · · ·+ cm−1z
im−1 + cmz

im ,

0<= i1 < i2 < · · · < im−1 < im<= pn − 2 (5.18)

と置ける. e(z)の根 a1, a2, a3, · · ·, ad−1は F (z) = f(z)e(z)の根でもあるから

F (a1) = 0 = c1a
i1 + c2a

i2 + · · ·+ cma
im

F (a2) = 0 = c1(a
2)i1 + c2(a

2)i2 + · · · + cm(a2)im

F (a3) = 0 = c1(a
3)i1 + c2(a

3)i2 + · · · + cm(a3)im

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
F (ad−1) = 0 = c1(a

d−1)i1 + c2(a
d−1)i2 + · · ·+ cm(ad−1)im

　即ち同次方程式

0 = c1(a
i1)1 + c2(a

i2)1 + · · ·+ cm(aim)1

0 = c1(a
i1)2 + c2(a

i2)2 + · · ·+ cm(aim)2

0 = c1(a
i1)3 + c2(a

i2)3 + · · ·+ cm(aim)3

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 = c1(a

i1)d−1 + c2(a
i2)d−1 + · · ·+ cm(aim)d−1

　が成り立つ. b1 = ai1 , b2 = ai2 , · · ·, bm = aim と置けば, aは位数 q = pn − 1だから (5.18)に
よって {b1, b2, · · ·, bm}は有限体Kの 0以外の元であり, im<= pn − 2によってすべて異なる.
故に dj := cja

ij �= 0とさらに置けば,上は 0ではない {d1, d2, · · ·, dm}に対して成立する
d− 1個のm元連立同次 1次方程式
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0 = d1(b1)
0 + d2(b2)

0 + · · · + dm(bm)0

0 = d1(b1)
1 + d2(b2)

1 + · · · + dm(bm)1

0 = d1(b1)
2 + d2(b2)

2 + · · · + dm(bm)2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 = d1(b1)

d−2 + d2(b2)
d−2 + · · ·+ dm(bm)d−2

　である事が見える. m<= d− 1と仮定すれば,この始めのm個を取る事ができ,その係数行列
式は 0ではないVandermonde行列式になる:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1
0 b2

0 · · · bm
0

b1
1 b2

1 · · · bm
1

b1
2 b2

2 · · · bm
2

· · · · · · · · · · · ·
b1

m−1 b2
m−1 · · · bm

m−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (b2 − b1)(b3 − b1)(b4 − b1)· · · · · · · · · · · ·(bm − b1)

×(b3 − b2)(b4 − b2)· · · · · · · · · · · ·(bm − b2)

×(b4 − b3)· · · · · · · · · · · ·(bm − b3)

×· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
×(bm − bm−1)

�≡ 0 (mod p).

故に {d1, d2, · · ·, dm}はすべて 0となり,矛盾である. これは仮定m<= d− 1即ちm < dの成
立はあり得ず, m>= dでなければならない事を証明する. ■

　勿論余り大きい dでは多項式語 f(z)の係数の個数 (通信語の長さ) j <= pn − 1 − dが大き
く取れず通信の効率が下がる. これらの事項全般については,文献 37),38),39)を参照せよ.

問題 5.27. Z3 = {0, 1, 2 ≡ −1}上の 3次多項式 g(z) = z3 − z2 + 1を考える. 3次の g(z)が
もしZ3で可約なら, 2次と 1次因数の積か或いは 1次因数 3個の積の筈で,いずれにせよ必
ずZ3の数 a = 0, 1, 2 ≡ −1のどれかの 1次因数 z − aがある. しかし g(0) = g(1) = 1,また
g(−1) = −1ですべて 0にはならないからこの様な 1次因数は存在せず g(z)はZ3で既約で
ある. g(z) = 0の根 bはZ3の 3次拡大体K = GF(33) = GF(27)の数, Z3から見て「虚数」
である. この根 b ∈ K∗での羃乗 {bk| k = 1, 2, · · ·}をすべて b0,b1と b2だけで表して求め,
g(z)がZ3上の 3次原始多項式である事を示しなさい.
(解) g(b) = b3 − b2 + 1 ≡ 0なのだから b3 ≡ b2 − 1. これから続けて,すべてを b0 = 1, b1 = b,
b2だけで表すと

b4 = b · b3 = b(b2 − 1) = b3 − b = (b2 − 1) − b = b2 − b− 1,

b5 = b(b2 − b− 1) = b3 − b2 − b ≡ (b2 − 1) − b2 − b = −b− 1,

b6 = −b2 − b,

b7 = −(b2 − 1) − b2 = b2 + 1,
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b8 = (b2 − 1) + b = b2 + b− 1,

b9 = (b2 − 1) + b2 − b = −b2 − b− 1,

b10 = −(b2 − 1) − b2 − b = b2 − b+ 1,

b11 = (b2 − 1) − b2 + b = b− 1,

b12 = b2 − b,

b13 = (b2 − 1) − b2 = −1.

これから以後は計算しなくても今までの結果から b13+k = −bkと得られて,

b14 = −b,
b15 = −b2,
b16 = −b3 = −b2 + 1,

b17 = −b2 + b+ 1,

b18 = b+ 1,

b19 = b2 + b,

b20 = −b2 − 1,

b21 = −b2 − b+ 1,

b22 = b2 + b+ 1,

b23 = −b2 + b− 1,

b24 = −b+ 1,

b25 = −b2 + b,

b26 = 1.

ord(b) = 26 = 33 − 1, g(z)はZ3上の 3次原始多項式である. (問題 5.27.終り)

問題 5.28. Z3上の n = 3次原始多項式 g(z) = z3 − z2 + 1に基づいて最小ハミング距離
d = 7の BCH符号化多項式 e(z)を求めなさい.

(解) d = 7 < pn − 1 = 33 − 1 = 26が成り立つから次の手順となる.
(i)まず g(z) = 0のGF(pn) = GF(27)の解 z = bを取り, b, b2, b3, · · · , bd−1 = b6の最小
多項式 g1(z) = g(z), g2(z), g3(z), · · · , gd−1(z) = g6(z)を求める.

(ii)符号化多項式 e(z)として {g1(z), g2(z), g3(z), · · · , gd−1(z) = g6(z)}のZp = Z3の
意味での最小公倍数

e(z) = LCM{g1(z), g2(z), g3(z), · · · , gd−1(z) = g6(z)}
を算出する. {g1(z), g2(z), g3(z), · · · , gd−1(z) = g6(z)}は皆Z3既約だから,この中
で異なるものだけを掛け合せて e(z)を作ればよい.

GF(33)はGF(3) = Z3の 3次拡大で拡大次数 3の約数は 1と 3だけだから,その元はZ3係
数の 1又は 3次の既約 (最小)多項式の根のはず,上の b, b2, · · · , b6にZ3の数 0, ±1はないか
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ら gk(z)はすべてZ3上の 3次既約多項式である. 根 α, β, γを持つ 3次多項式では

(z − α)(z − β)(z − γ) = z3 − (α + β + γ)z2 + (αβ + βγ + γα)z − αβγ

の形の解と係数の関係があり, Z3上の既約多項式はすべてその 1根 cと共に cp = c3, (cp)p

= c3
2

= c9, · · ·もその根とする. 故に問題 5.27.の bの羃乗の結果を以下の様に用いる事が
できる.
(1) g1(z) = g(z) = z3 − z2 + 1.

(2) b2の最小多項式,つまり b2を根とするZ3係数既約多項式 g2(z)は b2の他に (b2)3 = b6,
(b6)3 = b18も根に持たなければならない. その次の (b18)3 = b54 = b26×2+2 = b2から先は考
えなくてよい. だから

g2(z) = (z − b2)(z − b6)(z − b18)

= z3 − (b2 + b6 + b18)z2 + (b8 + b24 + b20)z − b26

= z3 − {b2 + (−b2 − b) + (b+ 1)}z2

+{(b2 + b− 1) + (−b+ 1) + (−b2 − 1)}z − 1

= z3 − z2 − z − 1.

(3) g(z)はその根 bと共に b3も根として含むから g3(z) = g(z)である.
(4) b4の最小多項式 g4(z)は (b4)3 = b12, (b12)3 = b36 = b10, (b10)3 = b30 = b4によって

g4(z) = z3 − (b4 + b12 + b10)z2 + (b16 + b22 + b14)z − b26

= z3 − {(b2 − b− 1) + (b2 − b) + (b2 − b+ 1)}z2

+{(−b2 + 1) + (b2 + b+ 1) + (−b)}z − 1

= z3 − z − 1.

(5) b5の最小多項式 g5(z)は (b5)3 = b15, (b15)3 = b45 = b19, (b19)3 = b57 = b5だから,

g5(z) = z3 − (b5 + b15 + b19)z2 + (b20 + b34 + b24)z − b39

= z3 − (b5 + b15 + b19)z2 + (b20 + b8 + b24)z − b13

= z3 − {(−b− 1) + (−b2) + (b2 + b)}z2

+{(−b2 − 1) + (b2 + b− 1) + (−b+ 1)}z + 1

= z3 + z2 − z + 1.

(6) b6の最小多項式 g6(z)は (b6)3 = b18, (b18)3 = b54 = b2だから, g6(z) = g2(z)である. 故に
Z3上の 3次原始多項式 g(z)に基づく最小ハミング距離 d = 7の符号化多項式 e(z)は異な
る 4個の既約多項式

g1(z) = g(z) = z3 − z2 + 1 = g3(z), g2(z) = z3 − z2 − z − 1 = g6(z),

g4(z) = z3 − z − 1, g5(z) = z3 + z2 − z + 1

の積であり,

e(z) = (z3 − z2 + 1)(z3 − z2 − z − 1)(z3 − z − 1)(z3 + z2 − z + 1)
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= z12 − z11 − z10 + z9 − z6 + z + 1. (問題 5.28.終り)
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6. 線形漸化式の最長周期とM系列乱数
6.1. 線形漸化式の解の周期

　群の知識が乗算合同法乱数の構造を明らかにした様に,有限体の知識は任意の有限体,
F = GF(q),の上で定義された n次線形漸化式

xk = b1xk−1 + b2xk−2 + · · ·+ bnxk−n, bk ∈ F, bn �= 0 (6.1)

とその解に対して多くの見通しを与える. この特性多項式 (決定多項式)∈ F [z]は

f(z) = zn − b1z
n−1 − b2z

n−2 − · · · − bn−1z
1 − bn (6.2)

である. 応用上は f(z)が F 上の n次既約多項式となる場合に最も興味がある. この時方程
式 f(z) = 0は F の n次拡大体GF(qn) =: Kの乗法群K∗の元である同位数の互いに共役
conjugateな単根,すべて異なる n個の根,の 1組

{a1 =: a, a2 = aq, a3 = aq2
, · · · , an = aqn−1} (6.3)

を持つ. 共役根の全部に共通の位数 h (hは qn − 1を割り切る, h|qn − 1)は F 既約多項式
f(z)の指数 exponentと呼ばれた. 特に f(z)として F 上の n次原始多項式を取る事も常に
可能で,その指数或いは根の位数は構造上限界の qn − 1である. 原始多項式というものの存
在はもはやK∗の巡回性,生成元の存在からの真っ直ぐな帰結で,理屈上は神秘的でも不思
議でもないと認識はされる. しかし依然としてこれは驚くべき意味を持つ.
　乗算合同法のスペクトル検定で導入した様に,漸化式 (6.1)の解系列の相続く n個の組,60

xk := t(xk, xk+1, xk+2, · · · , xk+n−1) (6.4)

を「n連」と呼び, 0ばかりの n連は「0連」と名付ける. 次の視界が広がる:

定理 6.1. (a)有限体 F = GF(q)上の n次既約多項式 f(z)が (6.2)で与えられ,その指数が h

(h|qn − 1)であるとする. 線形漸化式 (6.1)の解系列 {xk| k = 0, 1, 2, · · ·}は
xk = c1a1

k + c2a2
k + · · ·+ cnan

k, k = 0, 1, 2, · · · (6.5)

とK = GF(qn)の係数 {c1, c2, · · · , cn}で表現される. 0連を除くK内の任意の出発 n連 x0,

x0 := t(x0, x1, x2, · · · , xn−1), 1<= k <=nで xk ∈ K, (6.6)

に対してこの解系列の周期は同一の hである. 特に f(z)が n次原始多項式なら,周期 hは理
論的最長の T = qn − 1である.
(b)出発の n連を F 内に取れば,系列 {xk}は常に F 内を動き,展開 (6.5)の係数 {c1, c2, · · ·}
に 0のものは存在しない. この場合を特に「F 上の n次最大周期列, F 上の最長周期列
maximum length sequence, F 上のM系列」と呼ぶ.
(証明) (a)解系列の表現 (6.5)の成立は第 5章冒頭の実数,複素数上での議論でそのまま成り
立つ. この再現は省き, (6.5)が出発 n連 x0 = t(x0, x1, · · ·, xn−1)を持つ式を再記しよう. こ

60再び,縦 (列)ベクトルを太文字で表す約束を確認する. 故にその転置 transpose txは横 (行)ベクトル,横
(行)ベクトルの転置は縦 (列)ベクトルである.
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れは係数 {c1, c2, · · ·, cn}の n元連立 1次方程式

x0 =




x0

x1

·
·
·

xn−1




=




c1a1
0 + c2a2

0 + · · · + cnan
0

c1a1
1 + c2a2

1 + · · · + cnan
1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

c1a1
n−1 + c2a2

n−1 + · · · + cnan
n−1




= V




c1
c2
·
·
·
cn



,

V =




a1
0 a2

0 · · · an
0

a1
1 a2

1 · · · an
1

· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·

a1
n−1 a2

n−1 · · · an
n−1




, (6.7)

である. (6.7)の係数行列 V の行列式は前にも見たVandermonde行列式である:

|V | = a1
0 a2

0 · · · an
0

a1
1 a2

1 · · · an
1

· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·

a1
n−1 a2

n−1 · · · an
n−1

= (a2 − a1)(a3 − a1)(a4 − a1)· · ·(an − a1)

×(a3 − a2)(a4 − a2)· · ·(an − a2)

×(a4 − a3)· · ·(an − a3)

× · · · · · · · · ·
×(an − an−1)

.

我々が既に有限体 F 或いは拡大体Kの数を成分とする線形代数に立ち入っている事に注
意しよう. f(z)が単根しか持てないと示す有限体の構造は,この行列式が体K上の 0では
ない元の積として 0ではない,上の連立 1次方程式が必ず解ける,と示す. 実際,上の式 (6.7)
は展開 (6.5)の係数の作る n次元列ベクトル c := t(c1, c2, · · ·, cn) ∈ Knの連立 1次方程式
x0 = V cであり,行列 V は正則, |V | = D(a1, a2, · · · , an) �= 0だから,計算の手間を問題にせ
ず言えば実数や複素数体上と同じ形のDと行列 V の余因子とによる公式を体 F でもその
まま用いて逆行列 V −1を作る事ができて,それから c = V −1x0が一意に得られるからであ
る. 特に 0系列には 0(ばかりの)ベクトル c = 0が対応し, 0ベクトルではない出発 n連ベク
トルには 0ばかりではない cが対応する.
　解系列 {xk}の周期 T は同じ n連の再現,即ちすべての k = 0, 1, 2, · · ·での xk = xk+T を
実現する正で最小の T である. (6.1)と (6.4)によればそれは,

xk =




xk

xk+1

·
·
·

xk+n−1




=




c1a1
k + c2a2

k + · · ·+ cnan
k

c1a1
k+1 + c2a2

k+1 + · · ·+ cnan
k+1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

c1a1
k+n−1 + c2a2

k+n−1 + · · ·+ cnan
k+n−1



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= V




a1
kc1

a2
kc2
·
·
·

an
kcn




= xk+T = V




a1
k+T c1

a2
k+T c2
·
·
·

an
k+T cn




の成立であり,下段の式の両辺に左から正則関数 V の逆行列を掛け, 1 <= j <= nであるす
べての番号 jについて aj �= 0,従って逆数 aj

−1が存在する事を用いて

(aj
T − 1)cj ≡ 0, 1 <= j <= n

である,と見られる. 考えているベクトル cは零ベクトルではないから, {c1, c2, · · · , cn}の中
に 0でないものが必ずある. それが cjなら,それに対応して aj

T − 1 = 0が成り立たなけれ
ばならない. F 既約な f(z)のK内の特性根 {aj| 1 <= j <= n}は全て共役で,これは T が根の
共通な位数 hの倍数である事, T >= h,を要求する. こうして T = hの成立が示された.
(b) F 係数線形漸化式 (6.1)の解であるから,出発の n連が F 内から選ばれれば以後の解系
列が F 内に留る事は明らかである. この場合Corollary 5.11.(b)によって

xk = (xk)
q = (c1a1

k)q + (c2a2
k)q + · · ·+ (cnan

k)q

= (c1)
q(a1

q)k + (c2)
q(a2

q)k + · · ·+ (cn)q(an
q)k

が成り立つ; F の元は q乗によって変わらず, q乗によって F 既約な f(z)の特性根は共役な
ものに移る事に注意しよう. これと (6.3)とから次の関係が判明する:

(cj)
q = cj+1, j, j + 1 ∈ Z/n.

故に (6.5)の係数 {cj | 1<= j <=n}の中に 0のものがあればすべて 0であり, x0 ∈ F nが 0連で
なければ {cj | 1<= j <=n}の中には 0のものは存在しない. ■

　上の結論,特に任意の有限体 F 上に必ず存在するM系列の最長周期構造は再度の注意に
値する. 実際,系列の取る n連 xk := t(xk, xk+1, · · · , xk+n−1)の可能な値は, F の位数が qな
のだから qnだけであり,それから 0連を除けば qn − 1しかないのに, M系列はその全てを 1
度ずつ律儀に巡って周期を完成している. 驚くべきではないか !
　この知識は次の様に逆に用いる事もできる.

Lemma 6.2. (a)特性多項式 f(z)が n次 F 既約であり指数 hを持てば,線形漸化式 (6.1)の
解で 0系列ではないものは初期の n連に関わらず周期 hであり, 1つの系列上の出発位置の

違いを無視すれば
qn − 1

h
個の系列に分けられる. 特に f(z)が F 上の n次原始多項式なら

得られる F 上のM系列は系列の出発位置の違いを除いてただ 1通りである.
(b) F 係数 n次線形漸化式の解が理論的最長の qn − 1を持てばM系列であり,特性多項式
は n次 F 係数原始多項式である.
(証明) (a)指数 hの n次既約多項式の場合得られる周期は h|qn − 1で,系列は 0連でない任
意の初期 n連で定まり,その可能な全体 qn − 1個のうち h個毎のものは同一系列に属する

から,命題の通り
qn − 1

h
個の解系列の組がある.
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(b)一般にm<=nである次数m,指数 h|qm − 1の F 既約因数 g(z)が f(z)に含まれ, g(z)の
特性根が a1, a2, · · · , amなら,実際に周期 h(<= qm − 1<= qn − 1)を実現する解

xk = c1a1
k + c2a2

k + · · · + cmam
k, k = 0, 1, 2, · · · (6.9)

がある初期条件と対応して確かに存在する. しかし 1つの初期条件の解が理論的に最長の
周期 qn − 1を持てば,この系列内に 0連以外のすべての n連は含まれ, 0連ではないこれら
すべての初期 n連に対して漸化式周期は最長である. 故に f(z)の F 既約因数 g(z)の指数は
h = qn − 1であり, g(z)の次数が nで f(z)そのもの, f(z)自体が最大指数 qn − 1の F 既約
n次原始多項式,系列は F 上のM系列である以外の可能性はない. ■

　乱数問題は最長周期を求め,また初期条件によらず同一漸化式系列が得られる利便は大
きいから,原始多項式と対応するM系列の利用が殆どただ 1つの選択肢である. 残る大切な
事柄はどの様にして原始多項式を見出すかである. これは古くからの大問題61だが,この本
の中で出会う程度に係数体 F もその上の次数も小さければ,それこそ原始的だが, f(z) ∈
F [z]を特性多項式とする線形漸化式 (6.1)の解を直接コンピュ－タで計算し, Lemma 6.2.
(b)によってその周期が最長である事を確かめればよく, f(z)が既約かどうかは確認しなく
て構わない. しかし実際の問題, p = 2, n = 500程度,では pn − 1は巨大で,この様な計算は
峻拒される.62 存在が証明されていても算出できなければ不存在と変わらない. この点で素
数 2は他の (3以上の奇数の)素数とは大変異質で,理論応用の多面で法 2の原始多項式は特
別な重要性を持つ. 実際 2n − 1が素数になるメルセンヌMersenne指数 nは奇数の素数に
はないもので,次の素晴らしいZ2原始性判定を与える:

定理 6.3. n>= 3がMersenne指数の時, n次多項式 f(z) ∈ Z2[z]が原始多項式である必要十
分条件は, G(z) = z2n − zがZ2係数で f(z)の倍数である,63 即ち f(z)がZ2上でG(z) =

z2n − zを割り切る事である.
(証明) (必要性) f(z)がZ2上の n次原始多項式ならG(z)を割り切る事は定理 5.16.(b)で既
に見られている.
(十分性) Z2の算法で因数分解G(z) = f(z)u(z)が成立するとしよう. G(z)はK = GF(2n)

のすべての数をその単根とする 1次因数の積なのだから, 3次以上の f(z)も単根しか持て
ず,それらの 3個以上の根の中には必ずZ2 = {0, 1}には含まれないもの, Kの元で位数
h>=2のもの,が存在する. hはKの乗法群K∗の位数 2n − 1の約数であり, 2n − 1が素数な
ので h = 2n − 1が成り立つ. 故に f(z)はK∗の生成元を根に持つZ2係数の n次多項式で
あり, Z2上の n次原始多項式である. ■

　即ちメルセンヌ指数 nを次数に持つZ2上の任意多項式 f(z)では原始多項式かどうかを
判定するのに f(z)の既約性を確かめる必要もない;単に z2, (z2)2 = z22 , {(z2)2}2 = z23 , · · ·
と 2乗を n回繰り返し,途中 z2k

の次数が n以上になるたびに f(z)で法 2で割った余りを
取って次数を n次未満に下げ, z2n

= z +「f(z)の倍数」が成り立ちさえすれば原始多項式だ

61例えば Golomb40) の第 5,6章から Zierler41), Varshamov42) や最近の Shoup43)等.
62Zp上の整数計算を浮動小数点計算の 106倍の早さでできると大変甘く評価しよう. 1秒間に 1012回の浮動

小数点計算が可能な超高速計算機で素数の p = 2での n = 500次の線形漸化式の最長周期 pn − 1≈2500≈10150

に相当する回数だけ線形漸化式を計算するには次の年数が必要である:
10150/1012+6秒 = 10132/(60 × 60 × 24 × 365)年≈10132/(3.2 × 107)年 ≈ 3.1 × 10124年.

63後の第 7章の言葉で言うと,「法 (2, f(z))で z2n ≡ zが成り立つ」という意味である.



97

とわかるのである;整数mを法とする計算と同様に, f(z)で法 2で割った余りを取る (f(z)

の倍数を捨てる,無視する)操作を計算の任意の段階で何回行っても計算結果の f(z)で割っ
た (f(z)の倍数を捨てた,無視した)余りは変わらない事に注意しよう. メルセンヌ指数の次
数に限るとは言っても,一般の素数 p>=3の法や法 2での他の次数の場合と比べたこの計算
作業の容易さは驚くべきで 2という法の特別な重要性が納得される. このメルセンヌ次数
での原始性判定法は, Matsumoto-Nishimura44)によってごく最近さらに大きい次数の漸化
式系列の周期計算の形に発展させられ,目覚しい成果を与えられた. 第 8章参照.

6.2. Zp上のM系列の性質

　Z2M系列の性質は文献,例えば 40)に詳しい. この節ではそれらの必要部分を取り出して
議論する. ただ全体構造の見通しを良くするためにはZ2に限定しない方がよいので,任意
の素数Zpでの Zierler36)の結果等も含め,また議論の再確認が容易になる様に既に与えた
証明との重複も避けないで再現に努める. なお自己相関関数を除く以下の議論は係数が
もっと一般の有限体 F の数でも成り立ち, Zpへの限定も必要ではないが,その一般化はZp

を F と書き変え, pを qで置き換えて容易に得られる. 状況と用語を再確認しよう:

(a) pは素数として, n次線形漸化式

xk = b1xk−1 + b2xk−2 + · · ·+ bnxk−n, bn �≡ 0 (mod p), (k >=n) (6.10)

の解は, bn ∈ Z ∗
p によって存在する bn

−1を上に掛けて得られる逆行漸化式:

xk−n = b−1
n (−bn−1xk−n+1 − bn−2xk−n+2 − · · ·

−b1xk−{n−(n−1)} + xk) (mod p),

の解系列も考え併せて,常に xkが−∞ < k <∞で定義されているとしてよい.
(b)「Zp上の n次M系列」とは n次Zp係数原始多項式

f(z) = zn − b1z
n−1 − b2z

n−2 − · · · − bn−1z
1 − bn, bn �= 0, (6.11)

を特性多項式とする線形漸化式 (6.10)で作られる 0ばかりでないZp値系列とし,
{· · ·, 0, 0, 0, · · ·}は 0系列と呼ぶ. 即ち,我々はZpの n次拡大体GF(pn) = Kの乗法
群K∗の中を動く一般のM系列,例えば生成元 aiに基づく xk = ai

k,は考えない.
(c)同一の原始多項式に基づくM系列は「同値」と呼び,違う原始多項式に基づく時
に「異なるM系列」と言う事にする.

　応用で大切なM系列の性質を,次の定理 6.4(a)–(e)に順次まとめる. 既に述べた事との重
複は,記憶の再生と理解の深化を求めて恐れない.

定理 6.4. (a)位数 pnの有限体Kの乗法群K∗の原始元 ·生成元は φ(pn − 1)個存在する. そ

れに対応してZp上の n次原始多項式及び n次M系列は,どちらも共に
φ(pn − 1)

n
個の異

なるものが存在する. 特に f(z)がZp上の n次原始多項式, aが伴われる原始元の 1つで Zp

の n次拡大体K = GF(pn)の乗法群K∗の元なら,原始元 a−1 ∈ K∗を根に持つ「 f(z)の逆

reverse」と呼ばれる f ∗(z) = znf(
1

z
)も n次原始多項式である. この f ∗(z)に対応するM
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系列 {xk
∗| −∞ < k <∞}は f(z)に基づくあるM系列 {xk| −∞ < k <∞}の逆行系列で

ある:

xk
∗ = x−k.

(証明) K∗をその生成元 aによってK∗ = {aj | 1<= j <= pn − 1}と巡回表現する. K∗の一般元

ajの位数は
pn − 1

(j, pn − 1)
だから, ajがK∗の生成元である必要十分条件は (j, pn − 1) = 1, j

が pn − 1と素で共通素因数を持たない事で, K∗の生成元の数はオイラーの関数 φ(pn − 1),

即ち pn − 1と素な 1<= j <= pn − 1の整数 jの総数,で与えられる. それらは n個の組毎にZp

上の 1つの n次原始多項式を構成するから,「異なる n次原始多項式=同値でないM系列」

の総数は
φ(pn − 1)

n
個になる. a−1 := apn−2も aと同位数の生成元で, f(z)の逆 f ∗(z) :=

znf(
1

z
)は bn �= 0により n次でmonicに取る事もできて a−1のZp上の最小多項式,原始多

項式である. 故に f ∗(z)を決定方程式とする任意のM系列は,表現 (6.5)を持つM系列 {xk}
に対応して

yk = c1(a
−1
1 )k + c2(a

−1
2 )k + · · ·+ cn(a−1

n )k = x−k

であり,明らかに {xk}の逆行系列である. ■

定理 6.4. (b) Zp上の同値な n次M系列 {xk}, {yk}についてはある整数 sがあって,ずらし
(シフト)shift, s : yk→yk+s,で一致する. {dk, s(k)|1<= k <=m}を任意の個数mの整数の任意
の組とするとき, M系列 {xk}のシフトの 1次結合

zk = d1xk+s(1) + d2xk+s(2) + · · · + dmxk+s(m) (mod p) (6.12)

は「xkと同値なM系列か,或いは 0系列か」である. この性質はシフト加法性と呼ばれる.4)

(証明)特性多項式 f(z)が同じなら漸化式も同一で,系列は出発値で一意に決められる. f(z)

が原始多項式ならM系列 {xk}, {yk}は 0連ではないすべての n連を同じ順序で経由し,一
方の出発値の n連は必ず他方のどこかに存在するからずらしによって 2系列は合致する.
(6.12)の {zk}は同値M系列の和で,漸化式の線形性から再び同じ漸化式の解である. 故に,
例えばその出発値が 0連なら 0系列, 0連ではなければM系列で, {xk}と同値である. ■

定理 6.4. (c) (Zierler)任意の自然数m<=nと与えられたm連 {a1, a2, · · ·, am| ak ∈ Zp}が
Zp上 n次の任意のM系列の 1周期に出現する回数は

{a1, a2, · · ·, am} �= {0, 0, · · ·, 0}なら pn−m,

{a1, a2, · · ·, am} = {0, 0, · · ·, 0}なら pn−m − 1

である.
(証明) 0連でない n連 {a1, a2, · · ·, am, am+1, · · ·, an| ak ∈ Zp}はM系列上 1度ずつ均等に出
現する. 始めのm個が同一のm連 {a1, a2, · · ·, am}である異なる n連の数は

{a1, a2, · · ·, am} �= {0, 0, · · ·, 0}なら pn−m個,

{a1, a2, · · ·, am} = {0, 0, · · ·, 0}なら pn−m − 1個,

だから,命題は明らか. ■
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　M系列の上に述べた性質は重要である. 我々は素数の法 pの乗算合同法乱数のスペクト

ル検定を考えて,相続くm連がm次元空間で占める点の密度は
p− 1

pm
,即ちほぼ p−(m−1)に

比例してmの増大につれて減少する事を見た. これは乗算合同法の本質的な弱点である.
これに比較すると n次M系列は 1<=m<=nである任意の整数mに対して法 pでのm次元
空間のすべての整数点 (すべてのm連)を 0連以外は完全に均等に,しかも 1周期に pn−m度
ずつ取る. この性質,上の定理 6.5.(c)の内容は

「n次M系列は n次均等分布する, n-distributionを実現する」

と形容される. 1次漸化式である乗算合同法に比べて, n次M系列を生成するには nステッ
プ以前までのデータのメモリー保持を必要とするが, n連までのすべてのm連の均等な出
現は nステップ離れた乱数迄の独立性の近似としては目覚ましい進歩,可能性である.
　勿論,この均等分布は 1周期全体で見ての話だから,系列のある小部分を用いる時それが
独立乱数列を (例えば統計的検定の意味で)常に良く近似する事は保証外である. 特に均等
分布の要求そのものが乱数系列の局所的な性質の悪化に関わっているのではないか,とい
う疑問や論争が今でも多く専門家の間に存在する. しかし乗算合同法のスペクトル検定で
も事情は同じである; 1周期にわたるスペクトル検定の結果が良くても系列の小部分が統計
的に良好とは言えないが実際にスペクトル検定でよい性質を示す事が乗算合同法乱数の品
質の良さの必要条件である事については疑議は少ない. それから見ても n次均等分布,或い
はそれに近いの性質の 1周期での実現は,独立一様乱数の良い近似であるための「十分」と
は言えなくても「必要」な条件だと主張する根拠があり,45)ここではその立場に立つ.

定理 6.4. (d) Zp上の任意 n次M系列 {xk| −∞ < k <∞}から s番目毎に取った系列 (s-
系統 sampling)を定義する:

{y(s)
k := xsk+u(s)| −∞ < k <∞}, u(s)は s毎に定めた任意の出発番号.

(i) {· · ·, y(s)
0 , y

(s)
1 , y

(s)
2 , · · ·}がM系列となる必要十分条件は次である:

(s, pn − 1) = 1即ち sは pn − 1と素⇔ sは法 pn − 1での既約剰余群Z∗
pn−1に属す.

(ii)法 pn − 1での整数 pの羃乗の集合H(pn−1)
p := {pk (mod pn − 1)| k >= 1は整数 }は既約剰

余乗法群Z∗
pn−1の位数 nの部分群, p ∈ Z∗

pn−1の生成する巡回部分群である. 2系列 {y(s)
k },

{y(t)
k }が同値M系列である必要十分条件は, s, tがZ∗

pn−1の部分群H(pn−1)
p に関する同一剰

余類に属す事,即ち次の成立である:

t = pks (mod pn − 1), 0<= k <=n− 1. (6.13)

(iii)既約剰余群Z∗
pn−1の部分群H(pn−1)

p に関する剰余類の各々から任意に 1つずつ取った

代表全体
φ(pn − 1)

n
個の上を sが動けば {y(s)

k }はZp上のすべての異なる n次M系列を掃

過し,各 sに対して 0<=u(s)<= pn − 2全体を u(s)が動けば {y(s)
k }はこの sの指定する n次

M系列のあらゆる初期条件を掃過する.
(iv)蛇足ながら,任意の素数 pと自然数 nについて nは φ(pn − 1)を割り切る.
(証明) (i)一般性を失う事なく, M系列 {xk}はZpの n次拡大体GF(pn) = Kの乗法群K∗

の生成元の組 {ai = api−1

1 | 1<= i <=n}を根に持つ原始多項式に基づくと仮定し,表現
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xk = c1a1
k + c2a2

k + · · · + cnan
k, k = n, n+ 1, · · · (6.14)

を持つとしてよい. この時

{y(s)
k = xsk+u(s) =

n∑
i=1

ciai
sk+u(s) =

n∑
i=1

di{(a1
s)pi−1}k| −∞ < k <∞, di := ciai

u(s)}

は a1
sとその共役な元の最小多項式の生成する漸化式の解系列である. これがM系列なら

a1
sはK∗の生成元で,逆に a1

sがK∗の生成元なら上の {y(s)
k }がM系列になる事は明らか

である. a1
sは (s, pn − 1) = 1を満たす時,即ち sが pn − 1と互いに素な時,さらに言い換え

ると s ∈ Z∗
pn−1の時,その時に限り生成元で,これが {y(s)}がM系列となる必要十分条件で

ある.
(ii)任意の素数 pは pn − 1と素で, pは既約剰余群Z∗

pn−1の元である. 故にZ∗
pn−1の中で p

の羃乗の全体H(pn−1)
p := {pk (mod pn − 1)| k = 1, 2, · · ·}は pが生成する巡回部分群である.

法 pn − 1で考えるとまず pn − 1 ≡ 0, pn ≡ 1であり,次に p1, p2, · · ·, pnは自明に異なる. 故
にH(pn−1)

p の位数即ち元 p ∈ Z∗
pn−1の位数は nでH(pn−1)

p = {pk| 1<=k <=n}であり,当然 pk

の逆元は pn−kである,

pkpn−k = pn = (pn − 1) + 1 ≡ 1 (mod pn − 1).

Z∗
pn−1に属する s, tが同一のH(pn−1)

p 剰余類 uH (pn−1)
p の元で s = upj, t = upk = spk−jとな

るなら, ai
t = (ai

s)pk−j と ai
sとは共役な生成元で同一原始多項式に属し, 0系列でない

{y(s)
k }と {y(t)

k }は同値M系列である. 逆に {y(s)
k }と {y(t)

k }が同値M系列なら, ai
t = (ai

s)pk

がある kについて成り立たなければならないから法 pn − 1で t ≡ spk ∈ sH (pn−1)
p , tは sと

同じZ∗
pn−1/H

(pn−1)
p の剰余類に属す.

(iii) sが既約剰余群Z∗
pn−1の部分群H(pn−1)

p に関する φ(pn − 1)/n個の全剰余類それぞれの
任意の代表元を, u(s)が 0<=u(s)<= pn − 2の範囲を動けば, (a)と (b)によって y

(s)
k はすべて

の非同値M系列のすべてのシフト,即ちZp上の異なる及び同値なM系列全体を掃過する.
(iv)上の通りZ∗

pn−1は位数 φ(pn − 1)の群で位数 nの部分群H(pn−1)
p を持つ. 故に Lagrange

の定理によって n|φ(pn − 1)でなければならない. ■

定理 6.4. (e) Zp上の n次M系列 {xk}から複素数系列 {ζk = exp
2πixk

p
| k = 0, 1, 2, · · ·}

を定義する. {ζk}の 1周期 T = pn − 1にわたる自己相関関数C(t)について次が成り立つ:

C(t) :=
1

T

T∑
k=1

ζ∗kζk+t =




1 (t = 0 modpn − 1),

− 1

pn − 1
(それ以外).

ここで ζ∗k は ζkの複素共役を表す.

(証明) ζ∗kζk+t = exp
2πi(xk+t − xk)

p
だから yk := xk+t − xkの値はmod pで取ればよく,

{xk}はZp値M系列だから {yk}は tが周期 T = pn − 1の倍数なら 0系列であり,それ以外
は必ず yk �= 0となる番号 kがあるので {xk}と同値なM系列になる (定理 6.4. (b)). 前者の
場合は自明に ζ∗kζk+t = 1がすべての kで成り立ちC(t) = T/T = 1である. 後者では法 pで
ykが 0から p− 1迄の p個の値を 1周期 T = pn − 1にそれぞれ pn−1回ずつ,但し 0は 1回だ
け少なく取る (定理 6.4.(c))から, ζ∗kζk+t = exp(2πiyk/p)は 1の p乗根のすべてを均等に
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pn−1回,但し 1だけ 1回少なく巡り,

C(t) =
(1の p乗根の総和 0) × pn−1

T
− 1

T
= − 1

T
= − 1

pn − 1
. ■

6.3. Zp上のM系列の一様乱数への組み上げ: 伏見-手塚の定理

　現実に p = 231 − 1 = 2147483647の様な大きい素数を法とするZp上の n次原始多項式

f(z)が生成するM系列 {xk| k = 0, 1, · · ·}が得られれば, {uk :=
xk

p
| k = 0, 1, · · ·}と直ちに

置いて,可能な pn − 1個の値の組を相続く n連がすべて均等に取り,その初期値は 0ばかり
でない事以外設定自由,自己相関関数もほぼ理想的 (定理 6.4. (e))など,大変優秀と見える
一様乱数発生ルーチンが得られる. しかし問題がその様な大きな pの法でのしかも高次の
原始多項式 f(z)の実際算出の困難にある. 現在群を抜いて高次の原始多項式が調べられて
いるのはZ2上だから,工学でのZ2に限った議論は殆ど唯一の選択肢である. M系列によ
る実数一様乱数生成方式はこうして,

(a) Z2上の大きい次数 nを持つ原始多項式を用い,
(b)それらをm個連結 concatenateしてmビット一様乱数を作る

方向に主として進んで来た. この応用方針の範囲内での大問題とその解決 (伏見-手塚の定
理)の主要部分とを考える. 高次のZ2原始多項式を利用してZ2上のM系列を実用乱数,例
えばm = 32の 4バイト実数乱数へ組み上げる問題の実際は, Tausworthe10)がまず 1つの
方向を与え, Lewis and Payne11)がより実際的と見える他の方法を提案して発展が始まっ
た. これらの方法を T型及び LP型と名付けて問題点を具体的に見て進もう. 但しZ2に限
定しない方が全体構造の見通しが良いので,我々は一般にはZpで議論を進める.
　 T型及び LP型の方法ではZp上の n次原始多項式, GF(pn)でのその根を再び {a1, a2, · · ·,
an}としよう,の作るM系列 {xk}の相続くm個を p進小数のm桁とする数列

(T型) uk = 0.xksxks+1xks+2· · ·xks+m−1,

(LP型) vk = 0.xkxk+txk+2t· · ·xk+(m−1)t

(6.15)

を組み上げる.64 Tausworthe系列では,周期の最長性を損なわない様に sは pn − 1と素,つ
まり既約剰余群Z∗

pn−1の元に取られる. sのZ∗
pn−1での逆元を t, st ≡ 1 (mod pn − 1)と置

くと, T型系列は

xks+j =
n∑

i=1

ciai
s(k+tj) =

n∑
i=1

ci(ai
s)k+tj =: yk+tj, (6.16)

と表される. {yk| k = 0, 1, · · ·}は生成元 {ai
s| 1<= i <=n}に基づく LP型M系列で, Z∗

pn−1で
sが属するH(pn−1)

p 剰余類で決定される (定理 6.4.(d)). これが「T型系列と LP型系列の相
反則 (伏見 46))」で, t ∈ Z∗

pn−1の場合 2つの組み上げ方法は原始多項式,即ちM系列の生成
漸化式を適当に取り換えれば互いに同じものと見てよい.
　だから T型と LP型の連結M系列乱数は美点も欠点も共有する. 勿論この認識を経なく

64LP型系列の取り方は (6.15)で尽くされるものではないが,これ以外の取り方をしても LP型連結M系列
乱数の問題点の一般解決が得られるわけではない,解決は伏見-手塚の定理に頼る以外に道がない,ので,ここ
では T型系列に対応する (6.15)の形に限定する.
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ても,例えば T型系列の一般的難点は古く Tootill et al.47)がその p.393で (1つの対策と共
に)指摘している通りで,条件「sと pn − 1とが素」であるだけでは Tausworthe乱数系列
は理論的には可能なはずの [n/s] :=「(n/s)の整数部分」次の均等分布を取れない.65 乱数生
成手順から見て容易で望ましいのは LP型系列だが, T型のこの難点はそのまま LP型の難
点でもあるから,「与えられたM系列或いはその漸化式に対してどのような出発ベクトル
の選択が理論的に可能な最大の均等分布を連結M系列乱数に保証するか」,という問題が
浮び上がる. これが伏見-手塚によって一般にそして完全に解決された.
　問題の理解は視覚化すると容易になる. Z2上の 10次原始多項式 f(z) = z10 + z7 + 1が生
成する 10次M系列を,列方向に並べた次の 5組の初期値で考えよう:

x(1)→




1

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0




x(2)→




0

1

0

0

0

0

0

0

1

0

0




x(3)→




0

0

1

0

0

0

0

0

0

1

0




x(4)→




0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

1




x(5)→




0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0




. (6.17)

f(z)がZ2上の原始多項式である事は原始多項式表からも見られるが,対応する法 2の線形
漸化式解の周期を計算しても簡単に知る事ができる. 上から出発する 5組の同値な 10次M
系列無限次元列ベクトル {x(1),x(2), · · ·,x(5)},

x(j) = t(x
(j)
0 , x

(j)
1 , x

(j)
2 , · · · , x(j)

9 , x
(j)
10 = x

(j)
7 + x

(j)
0 ,

x
(j)
11 = x

(j)
8 + x

(j)
1 , · · · , x(j)

k = x
(j)
k−3 + x

(j)
k−10, · · · ) (6.18)

を 2進第 j桁に組み上げて得られる 5ビットの実数列 {vk = 0.x
(1)
k x

(2)
k x

(3)
k x

(4)
k x

(5)
k | k >=0}を

LP型一様乱数出力系列としよう. 明らかに上の出発値 10次元列ベクトルの 5個の組は 1次
独立であり,この性質は系列 {vk}と同様に組み立てられた一般の乱数出力の値の均等分布
を保証する. これは下の 2段の議論で知られる:

Lemma 6.5. Zp上の同一の n次M系列漸化式,

x
(j)
k = b1x

(j)
k−1 + b2x

(j)
k−2 + · · ·+ bnx

(j)
k−n (mod p), bn �≡ 0, 1<=j <=n (6.19)

に従う n個の系列 {x (1)
k , x

(2)
k , · · ·, x (n)

k | k = 0, 1, · · ·}を考え,どれも 0系列ではないとする.
これらをそれぞれ kを行指定子とする無限次列ベクトルx(j) := t(x

(j)
0 , x

(j)
1 , x

(j)
2 , · · ·)とみな

し,第 k行からの n行で作られる下の n× n行列Mk(x
(1),x(2), · · ·,x(n))を取る. この行列の

行列式 detMk = |Mk|はすべての kで 0か, 0である kは存在しないか,の二者択一である:

65大部の Tootill et al.を p.393まで読み通す事,或いは Tauswortheの原論文 10)の,さらに言えば Fushimi-
Tezuka12)の一瞬の記述, ”· · · (Tausworthe generator can attain [n/s]-distribution) if parameters are appro-
priately chosen”の紙背にまで眼光を徹するのは難しいので,付録 Aに簡単な反例を掲げる.
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Mk(x
(1),x(2), · · ·,x(n)) :=




x
(1)
k x

(2)
k · · · x

(n)
k

x
(1)
k+1 x

(2)
k+1 · · · x

(n)
k+1

· · · · · ·
· · · · · ·

x
(1)
k+n−1 x

(2)
k+n−1 · · · x

(n)
k+n−1



.

(証明)一般に {yk, zk| k0<= k <= k0 + n− 1}が同値である 2つの n次M系列上の任意の番号
k = k0から始る n連なら,それらの 1次結合の n連 {xk = ayk + bzk| k0<= k <= k0 + n− 1}を
k0からの出発値とし,同一の線形漸化式或いは対応する逆行の線形漸化式に従う同値なM
系列 {xk}はすべての番号 kで xk = ayk + bzkを満たさなければならない. n× n行列の行
列式 = 0とその列の 1次従属性とは (任意体上)同値だから,上のMk(x

(1),x(2), · · ·,x(n))が
どれかの k0で行列式 |Mk0 | = 0を与える,即ちその列に 1次従属関係を持つ事はすべての k

で行列Mkの列が 1次従属である事,行列式 |Mk| = 0が成り立つ事,と同値である. 故に命
題通り,行列式 |Mk|はすべての kで同時に 0となるか, 0となる kは存在しないか,の二者
択一である. ■

　上の僅かな「或いは逆行漸化式に従う」という記述がこの証明全体の鍵である. 大切な
所だから少しぶっきらぼうだが別証明を１つ添える.

(Lemma 6.5.別証) 1<= j <=nの任意の第 j列ベクトルのM系列 x(j)の成分は (6.19)の漸化
式に従う. だから n× n遷移行列 (transfer matrix)を T ,

T :=




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

· · · · ·
0 0 0 · · · 1

bn bn−1 bn−2 · · · b1



,

　として detT = (−1)n+1bn �≡ 0及びMk+1(x
(1),x(2), · · ·,x(n)) = TMk(x

(1),x(2), · · ·,x(n))が
任意の整数 k = 0,±1,±2, · · ·に対して成り立つ. これらは

Mk(x
(1),x(2), · · ·,x(n)) = T kM0(x

(1),x(2), · · ·,x(n)), detMk = |T |kdetM0

を意味し, detMk(x
(1),x(2), · · ·,x(n))はすべての kで同時に 0となるか 0である kは存在し

ないか,の二者択一である. ■

　 Brightと Enison48)は次を示した.

定理 6.6. (Bright-Enison) Zp上の (6.18)の形の同値 n次M系列m個 (m<=n), x(1),x(2),
· · ·,x(m),に与えられたZpの意味での 1次独立な任意の出発値列ベクトルから作られる p

進m桁の実数の列

{vk = 0.x
(1)
k x

(2)
k · · ·x(m)

k | k >=0} (6.20)

は 1次均等分布を持つ. 即ち

vkは 1周期 0<= k < pn − 1の間に [0, 1]の p−m毎のすべ

ての数値を pn−m回ずつ,但し 0は 1度だけ少なく取る.
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(証明) x(1)から x(m)の初期値の n次元列ベクトルの 1次独立性から,さらに n−m個の n

次元列ベクトルを補って次のZpでの n× n正則行列を作る;

Mk(x
(1),x(2), · · ·,x(n)) =




x
(1)
k x

(2)
k · · · x

(n)
k

x
(1)
k+1 x

(2)
k+1 · · · x

(n)
k+1

x
(1)
k+2 x

(2)
k+2 · · · x

(n)
k+2

· · · · · ·
x

(1)
k+n−1 x

(2)
k+n−1 · · · x

(n)
k+n−1



.

M0 := V と記そう. 補う列ベクトルは V が正則になるなら何でもよい. 付加された非 0初期
値ベクトルが生成するZpM系列を (6.18)の形の無限次元列ベクトルで
x(m+1),x(m+2), · · ·,x(n)と記す. Lemma 6.5によれば,全体の n系列から作った n× n行列
は detM0 = detV = |V | �= 0の仮定によってすべての kで正則である. n次元行ベクトル66

tXk = (x
(1)
k , x

(2)
k , · · ·, x(n)

k ), k = 0, 1, · · ·,
を定義すると,列ベクトル x(j)の共通漸化式 (6.19)から次の行ベクトル漸化式が成り立つ:

tXk = b1
tXk−1 + b2

tXk−2 + · · ·+ bn
tXk−n. (6.21)67

必要ならこれとその逆行漸化式とを繰り返し用いれば,任意の kに対する行ベクトル tXk

は任意の jからの n連の行ベクトル tXj,
tXj+1, · · ·, tX j+n−1で

tXk = dk−j
tXj + dk−j−1

tXj+1 + · · ·+ dk−j−(n−1)
tXj+(n−1), (6.22)

と表せる. (6.22)もその逆も定数係数差分方程式だから,上の係数は一般の dk,jではなく
dk−jの形になる. またこの係数 {dk−j, · · ·, dk−j−(n−1)}は一意である;もし

tXk = dk−j
tXj + dk−j−1

tXj+1 + · · ·+ dk−j−(n−1)
tXj+(n−1)

= ek−j
tXj + ek−j−1

tX j+1 + · · · + ek−j−(n−1)
tXj+(n−1)

が異なる係数の組 {ek−j, ek−j−1, · · ·, ek−j−(n−1)}についても成り立てば, n個の相続く行ベク
トル tXj ,

tXj+1, · · ·, tXj+(n−1)は 1次従属で n× n行列Mj(x
(1),x(2), · · ·,x(n))の正則性に反

するからである. Zp上の n次M系列の周期は T = pn − 1だから, tXk+T = tXkの成立は明
らか. n次元行ベクトル tXkの成分の取る事の可能な値の組は,行列式 detMk �= 0から 0ベ
クトルは取れないから, M系列と同数の pn − 1 = T 個ある. ある番号 kに対して
tXk = tXk+L, 0 < L < T となる Lを考えると,すべての k, jで成り立つ (6.22)で
k → k + L, j → kと置いて,

tXk = tXk+L = dL
tXk + dL−1

tXk+1 + · · ·+ dL−(n−1)
tXk+(n−1),

故に一意に dL = 1, dL−1 = dL−2 = · · · = dL−(n−1) = 0,即ちすべての kについて
tXk+L = tXkである. これはL離れた 2つの行ベクトルが一致する様なLは,実は tXkのす

66太文字は縦の列ベクトルを表すと約束した. 故に横の行ベクトルを表すには,縦ベクトルXの転置 transpose
tX を使わなければならない.

67勿論我々の p = 2, m = 5の例なら (6.21)に対応してZ2上の 5次漸化式 tXk = tXk−3 + tXk−10 となる.
この様な漸化式の解の実際計算機上での生成は, (6.20)の 2進 5桁の数 {vk = 0.x

(1)
k x

(2)
k x

(3)
k x

(4)
k x

(5)
k | k >=0}を

むしろ直接使って vk = vk−3⊕vk−10, ⊕は 2進桁毎の繰り上がりなしのZ2和, exclusive or, XORとも呼ばれ
る,とすればより簡単に実現できる.
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べての列成分であるM系列 {x(j)
k }の kの周期 T の倍数に限られる事を意味する. こうして

行ベクトル tXkも同じものは T = pn − 1毎に出現し,その間にはすべての可能な n連を経
由しなければならない. この行ベクトル tXkの前半のm連を p進法で読んだ (6.20)の vkは
定理 6.4.(c)によって可能な pmの各桁の組合わせを各 pn−m回,但し (00 · · ·0)は 1度少なく,
取る. ■

　この定理は我々がZ2上で考えた 10次M系列 5個の連結による 2進 5桁の乱数列 {vk}
にも,その出発 10連ベクトルの 1次独立性によって, 1次均等分布を保証する. しかし vkの
1次均等分布にも関わらず,例えば相続く 2つの数の対 (vk, vk+1)には強い相関の可能性が
ある. 下の図 (a)はこの様子の 1周期 0<= k <= 210 − 2にわたるプロットで,同様の鳥の足跡の

様な強い相関を示すプロットは
10

5
= 2次元均等分布からは程遠いこの形の乱数の性質の

悪さの証拠として多くの研究に記されている. 原因は出発の 10連初期ベクトルの取り方に

(a) (b)

あるが,議論の前に納得のため上の 5ビット乱数で 2次元均等分布が得られる簡単な初期値
設定の 1つを下に示そう. 結果としての 5ビット乱数 {vk| 0<= k <=1022}の対 (vk, vk+1)のき
れいな均等分布は, 0の 10連の不在から (0,0)だけは出現しない事と共に,再び上の図 (b)か
ら見られる:

x(1) →




1

0

0

0

0

0

0

0

0

0




x(2) →




0

0

1

0

0

0

0

0

0

0




x(3) →




0

0

0

0

1

0

0

0

0

0




x(4) →




0

0

0

0

0

0

1

0

0

0




x(5) →




0

0

0

0

0

0

0

0

1

0




(6.23)

　一般に均等分布を理論的に保証された乱数系列は必ず上の図 (b)の様なプロットを与え,
改めて図を描く必要はないが,プログラム,証明,論理や推論は無欠とは限らないので「目
で見るまで信じない」のが (もし間に合えば)安全な戦略とは言える. 勿論文献では普通Z2

上 500次あるいはそれ以上の高次原始多項式が用いられ,全周期のプロットは困難だが,部
分的な様子からでも多くの示唆があり得る. 再度強調すべき大切な認識は

(a)連結M系列乱数では本当にこの様な高次均等分布が得られ,
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(b)文献にしばしば示された鳥の足跡様の 2連図は初期値設定の誤りで,
(c)高次均等分布の完璧な処方は伏見-手塚の定理である,

であろう.
　 Fushimi and Tezuka12)による最終的解決に向かう. Zp上の n次M系列 {xk}からm個
(m<=n)を取って p進m桁乱数列 (念のため再記する)

vk = 0.x
(1)
k x

(2)
k · · ·x(m)

k , k = 0, 1, · · · (6.20)

とする時,理論的に可能な最大の均等分布次元 dは, [· · ·]をガウスの記号 (· · ·を越えない最
大の整数)として d = [n/m]である. この最大次元均等分布を保証する各桁のM系列 x(j)

の出発値の与え方は次で与えられる:12)

定理 6.7. (Fushimi-Tezuka)初期値 1 ×m行ベクトル tXkを定義する:
tXk := (x

(1)
k , x

(2)
k , · · ·, x(m)

k ), 0<= k <=n− 1.

n次M系列漸化式から d = [n/m]次の最大次均等分布が得られるための必要十分条件は,
これらの初期値から漸化式で生成される tXn,

tXn+1, · · ·を補って得られる次の n× dm行
列の列ベクトルの 1次独立性である:



tX0
tX1

tX2 · · · tXd−1

tX1
tX2

tX3 · · · tXd

· · · · · · · · · · · · · · ·
tXn−2

tXn−1
tXn · · · tXn+d−3

tXn−1
tXn

tXn+1 · · · tXn+d−2




(6.24)

(証明) (必要性)仮に行列 (6.24)の列ベクトルが 1次従属なら, Lemma 6.5の証明で見た様
に,この 1次従属性はこれらの列ベクトルを出発 n連とする無限次元列ベクトルの全体,同
値なmd個のM系列,のすべて (の行番号)の上にわたって同一の係数で成り立つ. 上の行列
(6.24)の構造から見て,それは任意の番号 kでの行ベクトル tXk,

tXk+1,
tXk+2, · · ·, tXk+d−1

の中で tXkの中のどれかの列成分が必ずその右の tXk+1,
tXk+2, · · ·, tXk+d−1の列成分の同

一の 1次結合で表される,言い換えると (6.20)の vkのある桁の数 x
(j)
k がすべての番号 kで

vk+1, vk+2, · · · , vk+d−1のそれぞれきまった桁の数値の同一の 1次結合で表される,という事
を意味する. (6.20)の p進数 vkがZp上での最大の d次均等分布であるためにはこれらが全
く関係なく値を取らなければならないから,この 1次従属の仮定とは両立しない. 故に
(6.20)の vkが d次均等分布なら (6.24)の行列は 1次独立な列ベクトルを持つ.
(十分性)定理 6.6の証明で見たように, (6.24)が最大 rank(= md<=n)の n×md行列であれ
ば (n−md > 0で必要なら)n−md個の列 (とそれから出発するM系列)を補って正則な
n× n行列Aを作る事ができる. その上で,定理 6.6の証明の完全なトレースがこの行列の
n次元行ベクトルの周期 pn − 1での 1次均等分布を示す事は明らか. 故に 1つの行の中のm

桁の数は d次均等分布をする. ■

　列の 1次独立性は列の交換で不変だから,行列 (6.24)は

x
(1)
0 から x

(1)
n−1を第 1列に,

x
(1)
1 から x(1)

n を第 2列に,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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x
(1)
d−1から x

(1)
n+d−2を第 d列に,

x
(2)
0 から x

(2)
n−1を第 d+ 1列に,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
と,要するに各 j桁目の系列の長さ n+ d− 1の部分 {x(j)

0 , x
(j)
1 , · · ·, x(j)

n+d−2}を 1つずつずら
しながら作った d個の n次元の列 (行として構成しても差し支えない)ベクトルの 1<= j <=m

にわたる全体md個の 1次独立性の問題である.

6.4. Zpの上でのベクトルの 1次独立性

　伏見-手塚の定理の応用で我々はZpのベクトルの 1次独立性の判定の必要に面する. これ
はベクトルの作る行列のZpでの rankを計算して得られる. 任意のm× n行列A = (aij)に
ついて,その「Zpでの階数, rank,位数」は次で定義される正または 0の整数 rankAである:

定義 6.8. m× n行列A = (aij)から n個の行,その行番号は 1<= i1 < i2 < · · · < in<=m,と n

個の列,その列番号は 1<= j1 < j2 < · · · < jn<=nを取って作られる n次の小行列A′,

A′ =



ai1j1 ai1j2 · · · ai1jn

ai2j1 ai2j2 · · · ai2jn

· · · · · · · · · · · ·
ainj1 ainj2 · · · ainjn




の中にZpの意味で行列式 |A′| �= 0となるものがあり, (n+ 1)次以上の小行列の行列式はす
べて 0の時,「ZpでのAの階数,位数,ランク rankA = nである」と言う. 行列Aの成分 aij

がすべて 0なら rankA = 0とする. (定義 6.8.終り)

　小行列式 |A′| = 0ならA′の行ベクトルの中に他の行ベクトルにZp係数で 1次従属のも
のがあり,同様に列ベクトルの中に他の列ベクトルにZp係数で 1次従属のものがある.
従って

rankA =「Aの 1次独立行ベクトルの最大数」=「1次独立列ベクトルの最大数」
である事,は実数体,複素数体上の線形代数,特に連立 1次方程式論でよく知られている通
りでここでは証明しない. 常に rankA<= min(m,n)が成り立つ事も勿論である.
　上の定義での rankAの計算は難しいが,実際は消去法による連立 1次方程式の解法や行列
式の計算より遥かに容易に,しかも一般の体の中で, rankAは求められる. 要点は次である:

Lemma 6.9. 行列の行や列,或いは行の間,列の間の次の基本操作或いは基本変形 (a)-(c)で
行列の rankは不変である:

(a) 2つの行または列を交換する.
(b) 1つの行または列に逆数を持つ数を掛ける.
(c) 1つの行の任意定数倍を他の行に加える. 或いは 1つの列の任意定数倍を
他の列に加える.

(証明) (a)行や列の交換はそれらベクトルのZp係数での 1次独立性や 1次独立なものの総
数に関係ないから rankは変らない.
(b)行列Aの 1つの行や列を逆数を持つ数 c倍する事も同様である.
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(c)これも 1次独立性から明らかである.68 ■

　上の Lemmaは, rankAの計算はAの行の間,或いは列の間に変形 (a)–(c)を施して rank
の見やすい対角行列

A→




a 0 0 · · ·
0 b 0 · · ·
0 0 c · · ·
· · · · · ·
0 0 0 · · l




に変形すれば,対角成分で 0でないものの数,として見られる事を示している. 勿論必ずし
も対角行列まで変形する必要はない. 例えば上 (或いは下)3角形でも, 0ではない行 (或いは
列)は列や行の交換で必ず対角成分に逆数を持つ因子を置く様に pivotingしてあれば (それ
から対角形への変形は一足跳びだがそのままで), 0ではない対角成分数が rankである.
　ベクトルの 1次独立性,行列のランク等々が普通の数 (実数,複素数)ばかりでなく任意の
素数の法 pの数体系Zpでも (もっと一般には任意の体 F でも)考えられ,行列のランクを求
める上の議論はそのまま成り立つ事に再度注意する. ただZpの場合は普通の整数の加減乗
算で最後に法 pで簡約しても結果が同じだから,実数計算で行や列の割り算と p倍とを含ま
ず行って最後に対角線の法 pで 0でない成分の数を勘定してもよい. ここで述べた考え方は
さらに「単因子」とその応用にまで深める事もできるが,これは付録Cに委ね,以下具体的
に問題で考えてみよう.

問題 6.10. (a)次の行列の rankを求めよ.

(1) A =




1 2 4 4

2 3 3 5

6 7 1 −9

−1 1 1 2


 (2) B =




1 1 1 0

0 −2 3 5

1 3 −1 2

2 −2 1 −1




(b)同じ行列A,Bの法 2,3での rankを求めよ.
(解) (a)行や列の基本変形を行って (上)3角形にする.

68別の technicalな証明を与えておく. 行列 Aの列ベクトル aの c倍を列ベクトル bに加えて行列 Aが行
列 B になり, Aの n × n小行列 A′ が B の n × n小行列 B′になるとする. 次を示す:

「もし A′ が正則なら, B にも必ず |B′′| �= 0である n × n小行列 B′′がある.」
これが成り立てば rankA<= rankB が示される;一方変形された行列 B の列 bに aの −c倍を加えれば行列 B
から行列 Aが変形 (c)で得られる事は明らかで rankA>=rankBも成り立ち,これは rankA = rankBを証明す
る.
　正則な小行列 A′が列ベクトル bを含まなければ,たとえ列ベクトル aを含もうと含むまいと B′ = A′であ
り detB′ =: |B′| = |A′| �= 0は明らかで B′′ = B′とすれば良い. A′が a, b両方とも含めば, |B′| = |A′| �= 0な
ので再び B′′ = B′ でよい. A′が aを含まず bは含む場合でも |B′| �= 0ならよいので,残るのは

|A′| �= 0が成り立ち, A′が aを含まず bは含み,しかも |B′| = 0となる場合
である. この時 0 = |B′| = |A′|+ c|B′′|と書ける; B′′は A′の b列を a列に置き換えた行列である. c = 0なら
|A′| = 0で矛盾だから c �= 0, |B′′| = −|A′|c−1 �= 0であり,小行列 B′′は確かに行列 B から取った n× n小行
列の 1つで,命題は示された. 転置行列で考えて,行についても同じ結論が得られる事は明らか.
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(1) A→




1 0 4 0

2 −1 3 2

6 −5 1 −10

−1 3 1 1


→




1 0 0 0

2 −1 −5 2

6 −5 −23 −10

−1 3 5 1


→




1 0 0 0

0 −1 −5 2

0 −5 −23 −10

0 3 5 1




→




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 −5 2 −20

0 3 −10 7


→




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 −20

0 0 −10 7


→




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 −20

0 0 0 −93


 .

故に rankA = 4.

(2) B →




1 1 1 0

0 −2 3 5

0 2 −2 2

0 −4 −1 −1


→




1 0 0 0

0 −2 3 5

0 0 1 7

0 0 −7 −11


→




1 0 0 0

0 −2 3 5

0 0 1 7

0 0 0 48


 .

故に rankB = 4.

(b)上の (a)での変形は行や列の割り算も p = 2 或いは 3倍も含んでいないから,結果で法
2或いは法 3で考えればよい. 法 2で

A→




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 −20

0 0 0 −93


→




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1


 .

故に rankA = 3 (mod 2).勿論はじめから法 2で取って計算しても構わない:

A ≡




1 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1 1

1 1 1 0


→




1 0 0 0

0 1 1 1

0 0 0 0

0 1 1 0


→




1 0 0 0

0 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 1


→




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1


.

同じ結果 rankA = 3 (mod 2)である. 同様にBの最終形を法 2で見れば,

B →




1 0 0 0

0 −2 3 5

0 0 1 7

0 0 0 48


→




1 0 0 0

0 0 1 1

0 0 1 1

0 0 0 0


→




1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 1

0 0 0 0


→




1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0


 .

即ち rankB = 2 (mod 2)である. 法 3でも同様で,

rankA = 3 (mod 3), rankB = 4 (mod 3). (問題 6.10.終り)

問題 6.11. 伏見-手塚の定理の条件を具体的に, textの例の n = 10, m = 5, d = 2の場合に
ついて行列の rankを調べて考えよう. 漸化式 xk = xk−3 + xk−10を用い, p.106の (a)図の 5
つの初期値列ベクトル (6.17),同じページの図 (b)の初期値列ベクトル (6.23)の隣に次の
stepからの 10次元列ベクトルをそれぞれ並べて 10 × 10行列A,Bを組み上げると,
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A =




1 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0 1 0 0 0




B =




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0




となる. 明らかに rankB = 10で, Fushimi-Tezukaの定理 6.7.は p.106の (b)図を経なくて
も出発値 (6.23)からの系列

{vk = 0.x
(1)
k x

(2)
k x

(3)
k x

(4)
k x

(5)
k | k >=0} (6.25)

の 2次均等分布を保証する. Aの行,列の基本変形を行い,法 2での rankAを求め,行列Aの
1次従属列ベクトルの個数を求めて, p.106の (a)図の内容を説明せよ.
(解)行列Aの基本変形としては,例えば次のページにわたる図の様に,列変形 2回から始め
る事もできる;最後は行の変形とそれらの交換による pivotingである. Z2で rankA = 7で
あり,例えば第 3番目の行列から見てAの第 6,7,8列ベクトルは他の列に 1次従属である.
定理 6.7はこれらが他の列によっていつも値を決定されていて,独立な場合の各列の 0倍或
いは 1倍を取る 2自由度,全体で 23 = 8の自由度が失われていると示唆する. 実際,図 (a)に
よれば, (vk, vk+1)の各実現には 10連の 1024個ではなくその 1/8 = 1/23の 128の自由度し
かない. Bright-Enisonの定理 6.6.によってこの場合も vkは 1次均等分布をしている;実

A→




1 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0 1 0 0 0




→




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 1 0 0 0



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→




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0




→




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1




際,図 (a)の横軸の 32個の値の上にはすべてドットがある. しかし平面内の点の総数 128と
可能な点の総数 1024から見れば,各点が 8回ずつ,但し (00000)は 1度少なく,打たれてい
ると判明する. (問題 6.11.終り)

問題 6.12.(a) Z2上の 4次原始多項式 f(z) = z4 + z3 + 1の与える漸化式

xk = xk−1 + xk−4 (mod 2), k = 4, 5, · · ·
が作るZ2M系列の周期は T = 24 − 1 = 15だった. x0 = x1 = x2 = x3 = 1を出発値とする
M系列 {x0, x1, x2, x3, · · ·, x13, x14}と,違う出発値,同じ漸化式のM系列 {y0 = x4, y1 = x5,
· · ·, y13 = x17 = x2, y14 = x3}とは次で与えられる:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

xk 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0

yk 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1

2ビットの小数列 vk = 0.xkykを作るのに, Fushimi-Tezukaの定理を適用してその分布の均
等性を調べよう. 出発値の 4次列ベクトルとそれを 1ステップずらしたものを付加した下の
4 × 4行列を作り,そのランクを調べて, vkが 2次均等分布かどうかを判定せよ.
(解)

A =



x0 x1 y0 y1

x1 x2 y1 y2

x2 x3 y2 y3

x3 x4 y3 y4


 =




1 1 0 1

1 1 1 0

1 1 0 1

1 0 1 1


→




1 0 0 0

1 0 1 1

1 0 0 0

1 1 1 0




→




1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 1 1 0


→




1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 1 0 0


→




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1




故に rankA = 3, 2次均等分布しない. (問題 6.12.(a)終り)

問題 6.12.(b)上の {x1, x2, x3, · · ·, x13, x14}, {y0, y1, y2, · · ·, y13, y14}が作る 2ビット小数列
vk = 0.xkykの小数,その値は

.00(2) = 0, .01(2) = 0.25, .10(2) = .5, .11(2) = .75,

の列 {v0, v1, · · ·, v15, v16 = v0}のMarsaglia図を描いて,問題 6.12.(a)の結論を確かめよ.
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(解) Marsaglia図は次の通り:
11 ● ●

10 ● ●

01 ● ●

00 ● ●

00 01 10 11

点 (00, 00)は 1度,他の点はそれぞれ 2度現れている. 確かに,この連結M系列は 2次均等
分布しない. (問題 6.12.(b)終り)

問題 6.12.(c) Z2上の 4次原始多項式 f(z) = z4 + z3 + 1の与える漸化式

xk = xk−1 + xk−4 (mod 2), k = 4, 5, · · ·
が生成するZ2M系列 {x0, x1, x2, x3, · · ·, x13, x14}, , {y0, y1, y2, · · ·, y13, y14}が作る 2進小数
列 vk = 0.xkykが 2次均等分布をするよう,初期値 {x0, x1, x2, x3}, {y0, y1, y2, y3}を
Fushimi-Tezukaの定理に基づいて 1組設計せよ. また 2進 2桁の小数
{v0, v1, · · ·, v15, v16 = v0}の 2次元Marsaglia図を描いて, 2次均等分布を確かめよ.
(解)乱数列の性質は問わないなら,できるだけ 1の少ない初期値が設計には楽で,例えば

B =



x0 x1 y0 y1

x1 x2 y1 y2

x2 x3 y2 y3

x3 x4 y3 y4


 =




1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0




なら明らかに rankB = 4である. 実際M系列 {xk, yk}を作り, vk = .xkykを読む:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

xk 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0

yk 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1

Marsaglia図は次の通り 2次均等分布を保証する:

11 ● ● ● ●

10 ● ● ● ●

01 ● ● ● ●

00 ● ● ●

00 01 10 11

(問題 6.12.(c)終り)



113

7. 乱数の加算生成法と算術演算的方法
　

7.1. まえおき: 法 prの加算生成法と整数の環

　加算生成法 (lagged Fibonacci法, 遅れ lagさせられたフィボナッチ法, とよく呼ばれる)
は次の方式で乱数系列を発生する:

xk = xk−p + xk−q (mod m), m = 2r, 0 < p < q. (7.1)

整数全体をZ,法 2rでの整数の体系をZ/2rと書く約束を再確認する.「乱数の乗算合同法:
法 2rの場合」でも見た通り, r >= 2に対しZ/2rの 0以外の数の全体は乗法で閉じないから
乗法群を作れず,69 Z/2rは体ではない. 乗法群を作るのは 2rとは素な (2rと共通因数がない,
即ち 2を素因数に持たない)奇数の全体が作る既約剰余群Z∗

2r⊂Z/2rだった.
　考えを進める上では (7.1)はもっと一般に

xk = b1xk−1 + b2xk−2 + · · ·+ bnxk−n (mod 2r), b1, b2, · · ·, bn ∈ Z/2r,

の形に取って困難はないから以下この形を考え, n>=2と常に仮定する. 更に言うと,法 2rは
最も実際的に大切だが,この法への議論の限定は問題の一般性を隠すので,我々は以下,任意
の素数 pと整数 r >= 2に対する法 prの加算生成法の n次線形漸化式

xk = b1xk−1 + b2xk−2 + · · · + bnxk−n (mod pr), b1, b2, · · ·, bn ∈ Z/pr, (7.2)

を考える. 係数 bnには係数体 F 或いはZpの中で 0ではない,という前章までの制限に似た
条件を課す. この問題の解析にはMarsagliaと Tsay14)の与えた行列に基づく法 2rでの定式
化があり,一方ずっと古くWard49)が非常に一般の法m = pr(p′)r′(p′′)r′′· · ·で与えた結果が
あり,70 そして最近 Brent50)が法 2rで導いた端的で重要な最長周期判定条件がある. この章
の主目的はこの Brentの結果の伝達である. この章のもう 1つの目的は,今までの我々の議
論には登場しなかった乱数問題での他の有力な方法, 算術演算的 arithmeticと呼ばれるも
の,の 1概観をWardの結果の導出も兼ねて提示する事にある. M系列法までに限れば前章
までの群や体の議論を経る方が視点が明確で応用も広いと思われる. しかし算術演算的な方
法はその様な見方ができない場合についても,議論は抽象的で (「見えた」という理解の意
味での)視覚化は中々難しいが,端的強力な結論を与える事が見られるだろう.
　法 prの乗算合同法では勿論 aは素因数 pを含んではならず,乗数 aは最大位数の元に取ら
れ,既約剰余群Z∗

prの元であり,乱数のための漸化式解系列 {akx0}は実際上Z∗
prの中だけを

動いた.しかし r >=2に対し法 prで (7.2)の結果を考える場合には, 係数 b1, b2, · · ·, bn−1が素
数 pの異なる因数を含めば結果も異なる. だから考察を pと素な数の集合Z∗

prだけに限る事
はできず, pの低次因数も含むZ/prで考える必要がある. 数学的には r > 1での法 prでは
数の集合Z/prは可換環 commutative ringと呼ばれるもの 35),37),39),17),18),51)になる. 但し整
数の素因数分解や多項式の既約分解の一意性の議論 (次章)を除いて,我々は環の詳細な性質
を用いる必要には余り出会わないが,体との違いを把握し環構造を明確に認識する事は大切

69偶数 a = 2b < 2r は a �≡ 0 (mod 2r)で Z/2r − {0}に属すが,十分大きい kに対し ak ≡ 0 (mod 2r).
70今迄通り p, p′, p′′, · · ·は素数 primeを表すとする.
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だから,幾つかの特記すべき事柄にここから少しずつ触れる.
　環Rは体と同様に加法+と乗法× = ·を持つ71集合である. 但し体の公理のうち乗法に
ついて群を作る事は求めない.72 環には乗法が可換な「可換環」と,典型的には行列の様に
それが可換ではないものとがある. しかし乱数に限れば非可換性は考えなくても済むので,
以下何よりも簡単さを求めて可換環だけを考え,それだけを単に環と呼ぶ. 環は次の公理系
で定義される:

可換環の公理 7.1. 環Rは次の公理 1, 2を満たす集合を言う.
(公理 1) Rの任意の元 x, y, · · ·の間には加法 x+ yと可換な乗法 x · y = xy = yxが定義され
ていて,次の結合法則と分配法則が成り立つ:

(x+ y) + z＝ x+ (y + z), (xy)z＝ x(yz), (結合法則)

(x+ y)z＝ xz + yz, x(y + z)＝ xy + xz. (分配法則)

(公理 2)加法についてRはそのある元 0を単位元とする群であり,加法の逆演算である減法
−も定義される. 乗法についてはR− {0}には群である事を求めない. (環の公理終り)

　次の (a)–(d)は,それぞれ加減法と乗法が可能な環である事は自明だが,重要な例である:

例 7.2. (a)体はその加法と乗法に関して環でもある.
(b)整数の全体Zは通常の加減法±と乗法×に関して環である. 零元は 0,乗法の単位元は
1である.
(c)任意の正の整数mに対して,整数の法mでの剰余類の全体Z/m = {0, 1, · · · , m− 1}も
法mでの加減法,乗法に関して環である.
(d)任意の (可換)環Rを係数に持ち, Rの元と同じ計算規則に従う文字 zの多項式の全体を
R[z]と記す. 整式の加法,乗法に関して, R[z]は環であり,その 0元は定数関数 f(z) = 0,乗
法の単位元は定数関数 f(z) = 1, 1は環Rの乗法の単位元,である. 具体的には
　 (d1)整数係数多項式の全体Z[z],
　 (d2)任意の整数m > 0を法とする整数の環R = Z/mを係数とする多項式の全体R[z],
　 (d3)或いは任意の体 F を係数に持つ多項式の全体 F [z]

は環である. (例 7.2終り)

　我々は以前に素数でない法mを持つ数を係数とする多項式ではその根や因数分解につい
て通常のイメージとは掛け離れた演算結果が多く生じる事,それが体係数では簡潔整然とま
とまる事,をそれぞれ見た. 環の与えるこの様な姿は非常に複雑で,一般状況には第 8章での
少しの記述以外は踏み入れないが,ここでは最小限として環でのある事情を確かめて言葉を
準備し,我々の既に持つ知識に関連付けて進む:

Lemma 7.3. 環 Rの元 xが可逆元 invertible element73であるとは, xが乗法に関して逆元
x−1,即ち x·x−1 = 1となる x−1 ∈ Rが存在する事を言う.
(a)環Rの可逆元の全体U は乗法で群を作る.
(b) 特に任意の整数m > 0に対する環R = Z/mでは, その可逆元の全体 U は既約剰余群
Z∗

m, mと素な (mと共通な素因数を持たない)整数の全体が法mの乗法で作る群,である.

71環の元 x, yの積は特に紛らわしくない限り x × y = x · yを xyと略記する.
72だから特に,環には 1が含まれない事も可能だが,我々は 1を含む環だけを考える.
73正則元 regular element,或いは単元 unitとも言う.
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(証明) (a)群の公理の成立を確かめれば良い. x, y, · · · ∈ U を任意に取る.
(公理 3, 0) x ∈ U であれば逆元 x−1 ∈ Rがあり, xx−1 = x−1x = 1から明らかに x−1の逆元
(x−1)−1は x ∈ Rである. 故にまず任意の x ∈ U に対して x−1 ∈ Rは可逆で, x−1 ∈ U(公理
3)が成り立つ. 環Rでの乗法に関する結合法則と乗法の可換性から

(xy)(x−1y−1) = (xx−1)(yy−1) = 1·1 = 1,

即ち xyは逆元を持ち xy ∈ U が成り立ってU は (環の)乗法で閉じている (公理 0の成立).
(公理 1)環Rでは乗法の結合法則が成り立つから,部分集合 U⊂Rでも乗法の結合法則は成
り立つ.
(公理 2) 1·1 = 1から 1 ∈ Rも可逆元で 1 ∈ U , U は乗法の単位元を含む.
(b) mが素数 pならZ/m = Zpであり, 0以外はすべて逆数を持つ可逆元で乗法の群Z∗

p =

{1, 2, · · · , p− 1}を作る,と示されているので議論の必要はない. mが合成数の場合を考え, p
をその 1つの素因数とする. 環Z/mの可逆元 xに対しては, x·x−1 ≡ 1 (mod m),即ち

x·x−1 = 1 + cm = 1 + dp, c, dは整数,

なのだから xはmの素因数 pを含めない;含めば上の式左辺は pで割り切れ,右辺は割り切
れない矛盾になるからである. 故に x ∈ Z∗

mであり, U⊂Z∗
mが成り立つ. 逆にZ∗

mは法mの
乗法で群であり,その任意の数 (mと共通素因数を持たないつまりmと素な数)xが xy = 1

(mod m)となる逆数 y ∈ Z∗
mを持つ事は既に p.24,問題 2.7.で示されている. 故に逆の包含

関係Z∗
m ⊂ U も成り立ち,実はU = Z∗

mである. ■

　得られた言葉を早速用いて,議論で本質的でない複雑化を避けるための条件,限定を述べ
る. 以下漸化式

xk = b1xk−1 + b2xk−2 + · · · + bnxk−n (mod pr), b1, b2, · · ·, bn ∈ Z/pr, (7.2)

で係数 bnは法 prで可逆,即ち素因数 pを持たない数だと常に仮定する. さらに

系列を決定する出発の n連 {x0, x1, · · ·, xn−1}は法 pで零連ではない

と常に限定する. 最初の仮定によって (7.2)は, bnの逆数 b−1
n を掛けて

xk−n = −cn−1xk−n+1 − cn−2xk−n+2 − · · · − c1xk−1 + b−1
n xk (mod pr),

cj = b−1
n bj , 1 <= j <= n− 1 (7.3)

と xk−nについて解けて系列は逆行可能である事が知られる. だから (必要なら)漸化式の解
系列 {xk}は (7.2), (7.3)によって−∞ < k <∞で定義されていると考えてもよい. また,法 p

で零ベクトルの n連 {xk, xk+1, · · ·, xk+n−1}があれば線形漸化式 (7.2)或いはその逆行によっ
て解系列のすべての n連は法 pで零ベクトルになるから,第 2の限定の下では

(7.2)の解系列には法 pでの (従って法 prでの)0の n連は決して現れない.

　加算生成法の全体的構造の概観へ向い,それに基づいて方法の乱数問題での位置を考えよ
う. 我々はなぜ原始根が存在するか, M系列を与える原始多項式は一体何か,を考えて来た.
加算生成法の基礎構造は何か,周期は何か,その周期はなぜ得られるのか,を当然問うべきで
ある. M系列の理解に立てば定性的には答は誠に単純で,加算生成法は

M系列に加算に伴う繰り上がり carryを切り混ぜ shuffling機構として加えたもの
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に過ぎない. 実際漸化式 (7.2)の解系列 {xk}は 0から pr − 1までの数の列で, p進数で表せば
各 xkの桁数 logp xk + 1は高々rである. その p進表現を

xk = y
(r−1)
k y

(r−2)
k · · ·y(1)

k y
(0)
k

と置こう. 0<= y
(j)
k
<= p− 1は pjの桁の数値を表す. p進最下位の y

(0)
k ≡ xk (mod p)は次の

漸化式に従う:

y
(0)
k = b1y

(0)
k−1 + b2y

(0)
k−2 + · · · + bny

(0)
k−n (mod p), b1, b2, · · ·, bn ∈ Z/pr. (7.4)

係数 {bk}はこの式 (7.4)の中ではZpの元と見てもよく, (7.4)は第 6節で見た方式で,その理
論的最長周期は特性多項式

f(z) = zn − b1z
n−1 − · · · − bnz

0, bkは法 prでの可逆元, (7.5)

がZp上の n次原始多項式であるM系列の場合の pn − 1である. 系列 {xk}の周期は常にこ
の最下位桁の周期の倍数だし, M系列の周期が出発値によらない性質は乱数機構には必須だ
から,以下特に断らない限り f(z)は法 pでの原始多項式,法 pで {y(0)

k }は周期 pn − 1とする.
　 xkの p進下 2桁目 y

(1)
k を考えよう. y(1)

k に対する漸化式は (7.4)と同じ法 pでの漸化式に
従う部分の他に {y(0)

k }の普通の加法 b1y
(0)
k−1 + · · ·+ bny

(0)
k−nからの p1への繰り上がりw

(1)
k が

加わった法 pでの和:

y
(1)
k = b1y

(1)
k−1 + b2y

(1)
k−2 + · · ·+ bny

(1)
k−n + w

(1)
k (mod p), (7.6)

で作られる. 最下位桁 {y(0)
k }が周期 pn − 1だから繰り上がりw

(1)
k も同周期で,どんな場合で

もこれを p回繰返せば下 2桁目への繰り上がり総計は pの倍数となって効果が消える. 故に
p進下 2桁の可能な最長周期は p2−1(pn − 1) = p(pn − 1)である. また同じ議論が p進下 j桁
の y

(j)
k への y

(j−1)
k からの繰り上がり carryでも成り立って,法 prでの最上桁,第 r桁,を含む

可能な最長周期は pr−1(pn − 1)である.
　我々は殆ど加算生成法の全体像に達した. 透視は乱数生成方式の中での位置付けも明確に
する. 加算生成法 (lagged Fibonacci法)は既知の簡単な方法の中で単独で最長周期を与え,
一部で (特にM系列法との対比で)飛び抜けて優れたものと断定された事もある. しかしこ
れは必ずしも当らないと思われる. 困難は方式の設計にある. 一般に言って加算生成法乱数
は平均的に悪くない性質を保証されている様に見えるが,他のすべての方式と同様に任意の
出発値に対して任意に選ばれた最長周期乱数加算生成方式が常に優れたものであるという
保証はない. だからその使用に際しては多くの選択が必要となり,「原理的性質,美点も欠点
も,が共に明らかでない」という方式の難点,即ち「出発値や生成方式をどの様に選べばよ
いか,設計すれば最もよい性質となるか」がわからないという難問に突き当たる.45) 周期は
非常に長く,例えば 2500以上は普通だから,以前に別の文脈で述べたように全周期にわたる
検定は不可能である. 当然方式の選択は乱数系列の 1部分についての統計的検定に依拠する
しか考えられないが,他の方式の乱数系列同様にどれだけの部分のどれだけの検定が十分な
性能を保証するのかは明確ではない. 原理的な性能保証の欠落はこの様な長周期乱数につい
ては大変大きな困難である. 実際のシミュレーションでは,だから,加算生成法乱数を採用す
るとすれば

「他の simulationで用いてよい結果を得た方式選択をそのまま用いてみる」

事が実際的な殆ど唯一の選択肢になる. しかし原理的性質の不明な乱数方式がいくつか検
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定,使用に合格してもそれだけで良いと考える危険はしばしば注意される所である.

　この意味で最近の加算生成法の原理的な性能改善提案 13),52)は注目に値する. 大まかに言っ
て,それは方式の与える長い周期を利用し,いわば「十分切り混ぜ shufflingを利かせる」様
に加算生成法から大きな間隔を置いた部分系列を抜き出して利用する事に当たる. 勿論生成
速度の低下 53)と引き換えの性能向上策であり,また shuffling自体に依然一般論,理論的見
通しが余りないという事情からも特定の漸化式と初期条件の場合どれだけ間隔を空ければ
十分な性能が得られるか,についてはやはり多くの応用と経験を積み重ね,洞察を得なけれ
ばならないが,提案で与えられた展望は重要で十分な検討に値するものと思われ,実際にこ
れからも多くの応用やそれに基づく評価がなされる事になるだろう.
　理論的に容易に透視できる事が多くはない中で,加算生成法の周期構造については遥か以
前のWard49)から非常に一般的な解析結果が存在する. 考えるべき問題は,

法 prで最長の周期 pr−1(pn − 1)を保証する法 pでの原始多項式
f(z)の特徴付けとそれを与える出発値 {x0, x1, · · ·, xn−1}の指定

である. Brent50)はこの問題を法 2rに限って,大変簡潔強力な解を与えた. 彼の解析はWard
の一般の素数 pに対する法 prでの結果を経る事も必要としないものだけれど, Brentの結果
自体の素晴らしさを理解し,問題の一般構造や既にのべた算術演算的方法へも視野を深める
にはWardの結果の理解から始める方がよい. 我々はこれを次の節で行い, Brentの方法と
結果とは 7.3節に提示する. 差し当たってさらに 1つ,以下の問題に必要な環の性質を付言
して,次の節からの準備としよう.

　線形漸化式 (7.2)の特性多項式は (7.5)は係数を法m = prで同定する. それは法mでの整
数の環R = Z/m係数の文字 zの多項式の全体R[z]を考える事である. 我々はこのような
多項式全体をさらに特性多項式 f(z)を法として見なければならない. 次の定義を置く:

定義 7.4. 整数係数多項式 a(z), b(z)について

a(z) = b(z) + f(z)u(z) +mv(z)

となる整数係数多項式 u(z), v(z)があるとき,

a(z) ≡ b(z) mod (m, f(z)) (7.7)

と記し,「法 (m, f(z))で多項式 a(z)と b(z)は合同」と記述する. (定義 7.4.終り)

　 f(z)がどのようなR = Z/m係数多項式でも法 (m, f(z))での同値関係は定義できるが,
f(z)の最高次の項の係数が法mで可逆でないと一般に f(z)による他の整数係数多項式の
割り算が行えない. 割り算できなくても定義として困る事はない.74 しかしこの様な複雑な
場合は我々には必要ないので,以下では

法となる多項式 f(z)の最高次 n>= 1次の係数は法mで可逆である

と限定して事柄を視覚化する.75 故にある整数係数多項式 a(z)が法 (m, f(z))で 0かどうか

74多項式因数への分解が一意でなくても,既約かどうか,或いはある任意の多項式 f(z)を因数に含むか含ま
ないか,は 2者択一で不明確なしに定まる. また疑似除算 pseudo-divisionを用いる事もできる.54)

75以下の議論の興味の中心はモニックな法多項式 f(z)だから細かく言わなくてもよい事も多いが, 最高次
係数が 1ではないものを含める必要にも出会う.
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を調べるには, a(z)を f(z)で法mで割り算して f(z)より低次に残る余りが 0かどうかを調
べればよい. 任意の整数mを法とする合同算法で見た様に,法 (m, f(z))での簡約も四則算
法のどの段階で行っても,そして何回行っても結果は同じである.
　この同値関係で分類した整数係数多項式の全体をZ[z]/(m, f(z))とも記す. Z[z]/(m, f(z))

は明らかに加法について群を作り,乗法も可能な環である. 我々は主としてm = prと取る.
r = 1で法mが素数 p, そして f(z)がZ/m = Zp係数の既約多項式なら, 前章までで見た
様に (7.7)は「f(z) = 0の根 iを体Zpに添加した n次拡大体での元 a(i)と b(i)が等しい」,
という内容だったが,以下では一般に r = 1とも,そして暫くは f(z)が既約とも制限しない
からこの様な意味は考えない. ただ,任意の整数係数多項式 g(z)を法 (m = pr, f(z))の環で
考えるのに同時に法 pでの体Zp係数の多項式として視る事はしばしば重要になる. 実際法
(m = pr, f(z))整数係数多項式の環Z[z]/(m, f(z))の可逆元は次の特長付けができる:
定理 7.5. (Henselの lemma)素数 pの r乗のm = prと (7.5)の f(z)とを法とする整数係数
多項式の環Z[z]/(m, f(z))の元 g(z)が可逆である必要十分条件は次で与えられる:

法 pでの整数の体Zp係数の多項式と見て g(z)は f(z)と素,

即ち g(z)は f(z)と共通なZp係数多項式因数を持たない.

(証明) (必要性)法 (m, f(z))で h(z)が可逆なら,

g(z)u(z) = 1 + prk(z) + f(z)v(z)

となる整数係数多項式 u(z), v(z), k(z)が存在する. 故に法 pで見て

g(z)u(z) − f(z)v(z) ≡ 1 (mod p)

が成り立つ. g(z)と f(z)に共通なZp係数多項式因数は右辺の 1を割り切るものに限られ,
体Zpの 0ではない定数以外あり得ない. 故に g(z)と f(z)とはZp係数で互いに素である.
(十分性)76法 pで g(z)と f(z)が互いに素と仮定する. Zpは体であり,その 0以外の任意の数
が逆数を持つ. 故に g(z)と f(z)の低次のもの,例えば g(z)で他方を割って一意な除法等式

f(z) = g(z)q(z) + r(z), q(z)は商, r(z)は次数が g(z)より低い余り,

が得られる. これは g(z)と r(z)との任意の公約数は f(z)を割り切る約数でもあって f(z)と
g(z)との公約数に含まれる事を意味し,この変形 f(z)− g(z)q(z) = r(z)は f(z)と g(z)の公
約数がすべて r(z)の約数にもなって g(z)と r(z)の公約数に含まれる事を意味する. g(z)と
r(z)の公約数全体は f(z)と r(z)の公約数全体と一致する. 故に f(z)と g(z)の最大次共通
因数, Zp係数での最大公約数 d(z) = GCD(f (z), g(z)) = GCD(f, g), は g(z)とそれよりは
低次の r(z)との最大公約数GCD(g, r)として求められ,また割り算の余り r(z)は上の通り
f(z)と g(z)の 1次結合 f(z)− g(z)q(z)で表される. 同様にGCD(g, r)を求めるには g(z)を
r(z)でZpの計算で割って

g(z) = r(z)q′(z) + r′(z), q′(z)は商, r′(z)は次数が r(z)より低い余り,

と計算し, GDC(r, r′)の計算に移せばよい. また r′(z) = g(z) − r(z)q′(z) = −f(z)q′(z) +

g(z){1 + q(z)q′(z)}となって余り r′(z)が再び g(z)と f(z)の一次結合で表される. よく知ら
れたユークリッドの互除法のこの原理は体Zp係数で何度でも反復使用できて,最後に余り

76下の議論は体を係数に持つ多項式の一般性質として次の章でも統一的な立場から見られる.
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として最大公約数 d(z)そのものが出るまで,次の段階で余り 0になるまで続けられる. また
その際に得られる最大公約数 d(z)は整数係数多項式を係数とする f(z)と g(z)の 1次結合
で表現される. 現在の g(z), f(z)の最大公約数は (Zp

∗の適当な逆数を掛けて)1なのだから,

g(z)u(z) + f(z)v(z) = 1 + pk(z) (≡ 1 (mod p)) (7.8)

となる整数係数多項式 u(z), v(z), k(z)が存在する. この式に pk(z)をかけた

{g(z)u(z) + f(z)v(z)}pk(z) = pk(z) + p2k2(z)

を (7.8)の両辺から引くと,

u(z){1 − pk(z)}g(z) + v(z){1 − pk(z)}f(z) = 1 − p2k2(z).

故に u1(z) := u(z){1 − pk(z)}, v1(z) := v(z){1 − pk(z)}と置けば次が得られる:

u1(z)g(z) + v1(z)f(z) = 1 − p2k2(z) ≡ 1 (mod p2).

pの次数を高めるこの手続き (Hensel)は明らかに何回でも行えて,すべての r >=1に対して

ur(z)g(z) + vr(z)f(z) ≡ 1 (mod pr)

となる整数係数多項式列 {ur(z), vr(z)}があり

ur(z)g(z) ≡ 1 mod (pr, f(z)).

これは各 r >= 1に対して法 (pr, f(z))で g−1(z) = ur(z)である事,即ちZ[z]/(pr, f(z))で g(z)

が可逆である事を意味する. ■

7.2. 一般の法 prの加算生成法と算術演算的方法: Wardの最長周期条件

　乱数の加算生成法に立ち戻って算術演算的方法の一般的理解を目指し,また Brentの証明
解読の準備も兼ねて, Brent50)が与えた方法でWard49)の結果の 1部, 法 prでの最長周期条
件,を再導出しよう. まず天下りに任意の環の上の無限列 {xk| k = 0, 1, 2, · · ·}を考える; 具
体的には漸化式の解系列である. 番号 j = 0, 1, 2, · · ·を固定してすべての番号 k >= jに対して
xk = xk+S となる整数 S >= 0を「{xk}の j 以後での一般周期」と呼び, その全体を集合 Aj

と記そう. 明らかにすべての j >= 0に対して常に 0 ∈ Ajだが,数列によっては 0以外の一般
周期は存在せずAj = {0}, j = 0, 1, 2, · · ·の事もある. しかし次は常に成り立つ:

Corollary 7.6. (a)集合列 {A0, A1, · · ·}は増大列, Aj ⊂ Aj+1である.
(b)任意の番号 j >= 0を固定する. 漸化式の解も含め環上の任意の無限列で番号 j 以後の一
般周期集合Ajが正の数を含めば,その正の最小値を T としてAj = {qT | q = 0, 1, 2, · · ·}の
形である.
(c)任意の番号 j >=0で一般周期集合Ajが素数 P を含めば P はAjの正の最小値である. な
おこの時すべての j′>= jに対しAj′ = Aj = {qP | q = 0, 1, 2, · · ·}が成り立つ.
(証明) (a) Ajの定義から明らかである.
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(b) Ajの任意の 2数 a, b > 0を取り一般性を失わず a>= bとする. 任意の k >= jに対して

xk = xk+a = xk+a+b = xk+(a+b),

xk = xk+a = xk+(a−b)+b = xk+(a−b), k = 0, 1, 2, · · · .
故に a, bと共に a+ b, |a− b| ∈ Ajが成り立つ. Ajの正の最小の数 T については上の事から
T のすべての倍数 qT = T +T + · · ·+T ∈ Ajであり, {qT | q = 0, 1, 2, · · ·} ⊂ Ajが成り立つ.
逆の包含関係を示して証明を終えよう. 任意の a ∈ Ajを取り T で整数の範囲の割り算をす
ると a = qT + r, 0<= r < T と商 q,余り rが得られるが, qT , aはAjの数で r = |a− qT | ∈ Aj

であり, T がAjの正の最小数なのだから r = 0である. 故にAjの任意の数 aは T の倍数で
Aj ⊂ {qT | q = 0, 1, 2, · · ·}が成立する.
(c)上の (a),(b)によって P はAj′の正の最小元 T の倍数だが,素数の P はそれより小さい因
数を含めず P = T , Aj′ = {qP | q = 0, 1, 2, · · ·} = Ajが成り立つ. ■

　上の補題の (b)が任意の数列 {xk| k = 0, 1, 2, · · ·}に伴われる一般構造を述べている事は強
調に値するが,限定なしの数列の上での一般周期の様相は複雑である. 例えば法 2rでの系列
{xk| k = 0, 1, 2, · · ·}に対するA0が一般周期T を持つとしても,系列yk := 2k +xk (mod 2r)

では番号 r以後だけに T が一般周期として現れる. だから一般には集合列 {A0, A1, · · ·}の増
大性から極限集合A := lim

j→∞
Ajを考え, Aの正で最小の「漸近的周期」を取らなければなら

ない. しかし興味は可逆な定数係数線形漸化式 (7.2)の解系列にある. この場合状況は遥かに
明快である:

Corollary 7.7. 定数係数で可逆な線形漸化式 (7.2)の解系列 {xk| k = 0, 1, 2, · · ·}の場合, そ
の一般周期の集合Ajはすべての jで同一である: A0 = A1 = · · · = Aj = · · ·.
(証明)包含関係 A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ Aj−1 ⊂ Aj ⊂ · · ·は既知だから逆の Aj−1 ⊃ Ajを示そう.
任意の S ∈ Aj, S > 0を取る. 漸化式 (7.2)の逆行漸化式 (7.3)は簡単化して

xj−1 = d0xj + d1xj+1 + · · ·+ dn−1xj+n−1, jは任意,

の形の表現を持つ. k >= jに対して xk+S = xkなのだから,

xj−1+S = d0xj+S + d1xj+S+1 + · · · + dn−1xj+n−1+S

= d0xj + d1xj+1 + · · · + dn−1xj+n−1 = xj−1.

故に S ∈ Aj−1であり, Aj−1 ⊃ Ajが,従ってAj−1 = Ajが示された. ■

　以下,我々はつねにCorollary 7.7.の成り立つ状況の中で動く. 次はCorollary 7.6.(b)とよ
く似た構造である:

Corollary 7.8. 任意の整数m > 0と f(z) ∈ Z[z]/mを取り,

za − 1 ≡ 0, 即ち za ≡ 1 (mod (m, f(z)))

の成り立つ整数 a>=0の全体を集合Bとする. もしBが正の数を含めば, Bの正の最小値を
P として次が成り立つ: B = {qP | q = 0, 1, 2, · · ·}.
(証明) Bの任意の数 a > 0を取れば a>=P である. P で割り算をして a = qP + r, q >=0は整
数の商, 0<= r < P は整数の余りと置くと,

1 ≡ za = zr+qP = zr+(q−1)P+P ≡ zr+(q−1)P ≡ · · · ≡ zr.
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これは r ∈ Bを意味し, P の正の最小性から r = 0でなければならない. 故に Bの任意数
aは a = qP の形であり, B ⊂ {qP | q = 0, 1, 2, · · ·}である. 逆に任意の整数 q >= 0に対して
qP ∈ B, 即ち {qP | q = 0, 1, 2, · · ·} ⊂ Bは上の Corollary 7.6.(b)の証明と同様に明らかで
B = {qP | q = 0, 1, 2, · · ·}が成り立つ. ■

　天下りばかり続くが,さらに法 (pr, f(z))で羃 ziを表す問題を考えよう. n次の f(z)の最
高次係数は可逆と仮定したから,任意の整数の法 prで f(z)は他の整数係数多項式を割る事
ができる. 故に問題の解は ziを f(z)で法 prで割り算して商 a(z),余り b(z)を求めて得られ
る. 余り b(z)の次数は f(z)の次数より低い n− 1以下で,

zi ≡ f(z)a(z) + b(z) ≡ b(z) =
n−1∑
j=0

ci,jz
j (mod pr, f(z)) (7.9)

となる. この係数 {ci,j}は次を満たす:

z0の時の余り= z0; c0,0 = 1, c0,1 = · · · = c0,n−1 = 0,

z1の時の余り= z1; c1,1 = 1, c1,0 = c1,2 = · · · = c1,n−1 = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·,
zn−1の時の余り = zn−1; cn−1,n−1 = 1, cn−1,0 = cn−1,1 = · · · = cn−1,n−2 = 0.

i+ 1>=n, i>=n− 1に対しては zi+1を f(z)で法 pで割った余りは「ziを割った余りに zを
掛けたものを再び f(z)で割った余りに等しい」から,

zi+1 =
n−1∑
j=0

ci,jz
j ·z

=
n−2∑
j=0

ci,jz
j+1 + ci,n−1

n−1∑
j=0

cn,jz
j

=
n−1∑
j=0

(ci,j−1 + ci,n−1cn,j)z
j , (但し ci,−1 := 0)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · .
　だから係数 {ci,j}は 0<= j <= n− 1に対し次の漸化式で順次定まる:

ci,j = δij (0 <= i <= n− 1),

ci+1,j = ci,j−1 + ci,n−1cn,j (i >= n− 1), ci,−1 = 0. (7.10)

　いよいよ Brentによる解析の第 1の鍵である:

定理 7.9. (a)漸化式 (7.2)の解は任意の整数 i,素数 p,整数 r >=1に対し次の表現を持つ:

xi =
n−1∑
j=0

ci,jxj (mod pr). (7.11)

(b)特に zP ≡ 1 mod (pr, f(z))となる整数P (があればそれ)に対して xi+P = xiが成り立つ.
(証明) (a)漸化式 (7.2)の解は,任意の番号 kに対して表現

xk+i =
n−1∑
j=0

di,jxk+j (7.12)

を持つ. 漸化式の係数が kに関係しないから係数は di,j = di−jの形で,これは後に使う. 解を
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特に k = 0の場合で,つまり出発値 {x0, x1, · · ·, xn−1}で表して考えると,

x0 = x0; d0,0 = 1, d0,1 = · · · = d0,n−1 = 0,

x1 = x1; d1,1 = 1, d1,0 = d1,2 = · · · = d1,n−1 = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·,
xn−1 = xn−1; dn−1,n−1 = 1, dn−1,0 = dn−1,1 = · · · = dn−1,n−2 = 0.

i >=n− 1に対しては (7.12)を k = 1で考えて,

x1+i =
n−1∑
j=0

di,jx1+j =
n−2∑
j=0

di,jxj+1 + di,n−1

n−1∑
j=0

dn,jxj

=
n−1∑
j=0

(di,j−1 + di,n−1dn,j)xj (但し di,−1 := 0)

が成り立つ. 故に 0<= j <=n− 1に対する係数 {di,j}は次の漸化式で定まる:

di,j = δij (0 <= i <= n− 1),

di+1,j = di,j−1 + di,n−1dn,j (i >= n− 1), di,−1 = 0. (7.13)

(7.10)と (7.13)とは同じ漸化式と出発値だから,すべての iと 0 <= j <= n− 1について di,j =

ci,j = ci−jである.
(b)仮定 zP ≡ 1 mod (pr, f(z))によって, (7.9)より,

zP ≡
n−1∑
j=0

cP,jz
j = z0 (mod pr, f(z)).

故に cP,0 = cP−0 = 1, cP,j = cP−j = 0 (1<= j <=n− 1), (a)によって

xi+P =
n−1∑
j=0

ci+P−(i+j)xi+j =
n−1∑
j=0

cP−jxi+j = xi. ■

　第 2の鍵,母関数 generating functionを導入する:

Lemma 7.10. 法 prでの漸化式 (7.2)の任意の解系列に伴われる母関数G(z)を

G(z) :=
∞∑

j=0

xjz
j (7.14)

で定義する. G(z)は次を満たす:

G(z)g(z) = Q(z),

g(z) := 1 − b1z − b2z
2 − · · · − bnz

n = znf(
1

z
),

Q(z) :=
n−1∑
k=0

xkz
k −

n−1∑
j=1

n−j−1∑
k=0

bjxkz
j+k. (7.15)

(証明)母関数G(z)はZ/pr上の形式的羃級数 37),39),17)と考えてその加減乗法を定義する;こ
れらの加減乗法では zの各次数の係数は有限回の計算で確定し,それらを結果の型式的羃級
数の係数とする. この定義で形式的羃級数全体は加減乗法の定義された環 ringになる.17)或



123

いは複素解析の知識が邪魔をする場合にはこの考え方を使わず, 後に必要になる計算のた
めも含めて次の様にも議論できる. 状態有限のZ/pr上の漸化式の解 {xk}の n連は有限個
の状態しか取れず,必ずある番号 jと T ′ > 0とがあって jからの n連と j + T ′からの n連
が合致する. 同じ n連の再現後は漸化式解は同じ発展を示すから,これは T ′ ∈ Ajが成り立
つ事を意味し, Corollary 7.7.によってすべて同一の一般周期の集合A = A0 = A1 = · · ·は
必ず正の数 T ′をその元として含む. 故にAの正で最小の元 T ,系列の周期,が必ず存在して
A = {qT | q = 0, 1, 2, · · ·}であり, 考えている出発値に対する解系列の作る母関数 (7.14)は

実際は 1周期 T にわたる和
T−1∑
k=0

xkz
kと zT の無限等比級数との積であって任意の整数 j, kに

ついて xkT+j = xjだから

G(z) =
∞∑

j=0

xjz
j =

∞∑
k=0

T−1∑
j=0

xkT+jz
kT+j =

{ ∞∑
k=0

(zT )k

}
T−1∑
j=0

xjz
j (7.16)

である. これは |zT | < 1,即ち |z| < 1で収束する. だから |z| < 1に制限し, (7.14)が表す「収
束円 |z| < 1内での複素数 zの羃級数」と多項式との項別加減乗法を行う,と考えても (必要
ではないが)正しい. さて k >= nの漸化式 (7.2)に zkを掛けて k = nから∞まで加えると,
次が得られる:

G(z) −
n−1∑
k=0

xkz
k = b1z

{
G(z) −

n−2∑
k=0

xkz
k

}
+ b2z

2

{
G(z) −

n−3∑
k=0

xkz
k

}
+ · · · + bnz

nG(z).

左辺にG(z)の項を,右辺に残りを集めて (7.15)全体に達する. ■

　上の g(z) = znf(
1

z
)は f(z)が体Zp係数の原始多項式の場合に生成するM系列の逆行

系列を生成するものとして登場し f ∗(z)と記された. ここでは f(z)はまだ Zp係数原始多
項式とは限定しないが,一般に f ∗(z) =: g(z)も f(z)の逆 reverseと呼ぼう. 任意の法mで
f(z) = f1(z)f2(z)と因数分解されれば g(z)も, g(z)が因数分解されれば f(z)も同様に分解

され, f(z)とその逆 g(z)の既約可約はそれぞれ同値である. また g(z)の逆は zng(
1

z
) = f(z)

である. これらは自明だが確認のため記して進む:

Corollary 7.11. (a)整数係数 n次多項式 f(z)とその逆 g(z) = f ∗(z)とは任意の法m = prで
の既約可約を共にし, f(z)は g(z)の逆である.
(b) f(z)は (7.7)の形で係数 bnは法 prでの可逆元,即ち素因数 pを含まないZpr の整数とす
る. 任意の法 prでの特性多項式 f(z)の漸化式系列に対しその逆行系列は逆 g(z)(の bn

−1倍)
を特性多項式とし, 2系列の周期は等しい.
(c) g(z)の最高次係数 bnが法 prで可逆だから, g(z)による任意の整数係数多項式の法 prで
の割り算は可能である. (Corollary 7.11.終り)

　我々はWard49)(その p.606)の主要定理に達した:

定理 7.12. (7.5)の特性多項式 f(z) = zn − b1z
n−1 − · · · − bnz

0がZp上で n次既約とする. 法
pで零ベクトルではない任意の出発値 (x0, x1, · · ·, xn−1)に対して (7.2)の n次線形漸化式

xk = b1xk−1 + b2xk−2 + · · · + bnxk−n (mod pr), b1, b2, · · ·, bn ∈ Z/pr, bnは可逆,
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の解の周期 T は出発値に関係なく一定で

zP ≡ 1 mod (pr, f(z)) (7.17)

となる最小の正の整数 P と等しい: T = P .
(証明) 既に Lemma 7.10.の母関数の性質 (7.15)の証明で記した様に, 漸化式の解系列を法
prで考えるとき正の,従って正で最小の周期 T > 0は存在して

G(z) =
∞∑

k=0

(zT )k{
T−1∑
j=0

xjz
j}, (1 − zT )G(z) =

T−1∑
j=0

xjz
j =: R(z)

が成り立つ.77 ここでR(z)は法 pで高々T − 1次で,系列の出発値の仮定から 0ではない多

項式である. 右式両辺に g(z) = znf(
1

z
)を掛け (7.15)の関係G(z)g(z) = Q(z)を用いると

(1 − zT )Q(z) = R(z)g(z)

の多項式関係に引き戻される. f(z)は法 pで既約なn次の多項式だから, Corollay 7.11.(a)に
より g(z)も法 pで既約であり, R(z)g(z)は法 pで 0ではないから高々n− 1次の多項式Q(z)

も法 pで 0ではなく, n次既約の g(z)とは法 pで素で, Henselの定理 7.5.は任意の r >=1に
対する法 (pr, g(z))でのQ(z)の高々n − 1次の逆多項式Q−1(z) ∈ Z[z]/prの存在を保証す
る. 即ち

1 − zT = Q−1(z)R(z)g(z) ≡ 0 mod (pr, g(z)).

上の議論は g(z)の生成する同じ周期 T の逆行系列でも成り立ち, g(z)の逆が f(z)だから,
1 − zT ≡ 0 (mod (pr, f(z))),即ち

zT ≡ 1 mod (pr, f(z)), (7.18)

の成立が判明する. 故に法m = prでのCorollary 7.8.の集合Bは正数 T を正で最小の P と
共に含み, T は P の倍数で T >=P である. 逆に定理 7.9.(b)から xk+P = xk (mod pr)であ
り, P は {xk}の法 prの周期 T の倍数で T <=P も成り立って P = T と判明する. ■

　Zp上での特性多項式の既約性だけに基づく線形漸化式解の法 prでの周期の初期値不依
存性の算術演算的証明の力を見よう.78 勿論 r = 1に限れば, それは体 Zp上の既約多項式
f(z)が同位数の共役根を持つ構造の結果として我々が知る通りであるが.

　我々は 7.1節で p進表示での繰り上がり機構を議論し,法 prでの加算生成法 (7.2)の最長
周期 pr−1(pn − 1)を得た. その実現の 1つの必要十分条件を導いて,法 2rでの乗算合同法と
よく似た構造を認識する:

定理 7.13. 任意の素数 pと正の整数n及び r >=2を定める. Zpの意味で 0ベクトルではないす
べての出発値 (x0, x1, · · ·, xn−1)に対してn次線形漸化式 (7.2)が法 prで最大周期 pr−1(pn−1)

を実現する必要十分条件は, (7.2)の解系列を {xk}として:

77単純に項別計算して (1 − zT )
∞∑

k=0

(zT )k = 1,としてよい. 収束の知識が邪魔するなら, |z| < 1と制限して

無限等比級数の公式から納得しても構わない.
78乱数問題ではあまり必要ではないが,一般問題としては重要な「特性多項式が重解を持つ様な線形漸化式」

の場合,周期は出発値のとり方にも依存する. しかしこの周期の特徴付けにも上の議論は用いる事ができる. こ
の興味ある点に関しては Appendix C参照.
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(a) p>=3の場合, Zpの意味で 0ベクトルでない任意の 1つの出発値 (x0, x1, · · ·, xn−1)

に対し {xk}が次の 2条件を満たす事である:
(i)法 pで {xk}の周期は pn − 1である.
(ii)法 p2での {xk}の周期は p(pn − 1)である.

(b) p = 2の場合で r >= 3に対しては, 上の (1),(2)と次の (3)とが必要十分条件である:
(iii)法 23での {xk}の周期が 22(2n − 1)となる.

(証明) [必要性] (7.2)の解が法 prで最長周期 pr−1(pn − 1)であるには, 1<=m<= rのすべての
mに対しても法 pmでの最長周期 pm−1(pn − 1)が実現される必要は p進の各桁毎の繰り上
がりを考えて見られている. 故に (a),(b)は必要である.
[十分性] p>=3としよう. (i)が成り立てば n次漸化式の解 {xk}がZp上の n次M系列であ
り, f(z)がZp上の n次原始多項式であることは既に見た. また定理 75によって (i)は

zpn−1 ≡ 1 mod (p, f(z)),

即ち
zpn−1 = 1 + a(z)f(z) + pb(z)

となる整数係数多項式 a(z), b(z)の存在を意味する. ここで b(z)は法 (p, f(z))で 0ではない;
仮に b(z) = c(z)f(z) + pd(z)であれば

zpn−1 = 1 + {a(z) + pc(z)}f(z) + p2d(z)

であって法 (p2, f(z))で zpn−1 ≡ 1となり,定理 7.7.(b)によって法p2での{xk}の周期はpn−1

以下で仮定 (ii)に反するからである. 故に仮定 (i),(ii)は

zpn−1 = 1 + a(z)f(z) + pb(z), b(z) �≡ 0 mod (p, f(z))

或いは

zpn−1 ≡ 1 mod (p, f(z)), (7.19)

zpn−1 �≡ 1 mod (p2, f(z)), (7.20)

(zpn−1)p = zp(pn−1) = {1 + a(z)f(z) + pb(z)}p

= 1 + pC1{a(z)f(z) + pb(z)} + pC2{a(z)f(z) + pb(z)}2 + · · ·
= 1 + a1(z)f(z) + p2{b(z) + pc1(z)}
≡ 1 mod (p2, f(z)) (7.21)

�≡ 1 mod (p3, f(z)) (7.22)

を与える. 再び定理 7.12によって, (7.20)と (7.21)とはZpM系列 {xk}の法 p2での周期が,
可能な値のうち pn − 1ではなく最長の p(pn − 1)であると決定する. ここ及び以下で ck(z)

は zのある整数係数多項式を表す. もう 1度 p乗すれば全ては見通される:

{(zpn−1)p}p = zp2(pn−1) = {1 + a1(z)f(z) + p2[b(z) + pc1(z)]}p

= 1 + a2(z)f(z) + p3{b(z) + pc2(z)}
≡ 1 mod (p3, f(z)) (7.23)
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�≡ 1 mod (p4, f(z)). (7.24)

(7.23)と (7.24)とは, 定理 7.12によって, 法 p3での {xk}の周期が最長の p2(pn − 1)である
と決定する. 以下 p乗を繰返して, 一般に (i),(ii)が満たされれば法 pr での {xk}の周期は
pr−1(pn − 1)である事が示される.
　 p = 2の場合,上の議論は (7.22)の所だけで成り立たない; 2C1 = 2だが 2C2 = 1にはもは
や因数 2は含まれないからである. 実際その計算は

(z2n−1)2 = z2(2n−1) = {1 + a(z)f(z) + 2b(z)}2

= 1 + 2{a(z)f(z) + 2b(z)} + {a(z)f(z) + 2b(z)}2

= 1 + a1(z)f(z) + 22{b(z) + b2(z)}
≡ 1 mod (22, f(z)).

しかし b(z) + b2(z)が 2で割り切れる事があり得るから

(z2n−1)2 = z2(2n−1) ≡ 1 mod (23, f(z))

となる可能性があって, 法 23で {xk}の周期が最長の 23−1(2n − 1) = 22(2n − 1)ではなく
2(2n − 1)かもしれないのである. これを除外するのが条件 (iii)で,法 23での最長周期が保
証される. これ以後は (7.23),(7.24)と同様に進む. ■

　古典的なWardの論文 49)は,既に 1933年に上の結論を特別の場合として含む遥に一般の
形 (定理 13.1)に与えている. Knuthの教科書第 2.2節の演習問題 11(文献 2)pp.35-36)も参照
せよ. 今や明らかだが, Wardの結論は次の形に述べられる:

定理 7.14 (Ward). 法 pで 0ベクトルではない任意の出発 n連 (x0, x1, · · ·, xn−1) (n>=2)に対
して n次線形漸化式 (7.2)が法 prで最大周期 pr−1(pn − 1)を実現する必要十分条件は, (7.6)
の n次特性多項式 f(z)が既約で次を満たす事である:
(a) p>=3の場合次の (i),(ii)が成り立つ:

(i) s < pn − 1に対して zs �≡ 1 mod (p, f(z)).

(ii) zpn−1 �≡ 1 mod (p2, f(z)).

(b) p = 2の場合で r >= 3に対しては,上の (i),(ii)と次の (iii)とが成り立つ:

(iii) z2(2n−1) �≡ 1 mod (8, f(z)).

(証明)条件の必要性は明らかだから十分性だけを述べる.
(a) f(z)は体Zp上 n次既約と仮定されたから必ず zpn−1 − 1を法 pで割り切り, zpn−1 ≡ 1

(mod p, f(z))は成り立つ. 故に (i)は f(z)がZp上の n次原始多項式だと制限する. 同様に
(ii)は「法 p2で f(z)は zpn−1 − 1を割り切らない」,と言い換えてもかまわない. 条件 (i)に
よって法 p2での線形漸化式周期は pn − 1以上である事を保証され,実際に周期はこれか或
いはこれではなく最長の p(pn − 1)か,の二者択一である. 即ち定理 7.12.によれば

f(z)は zpn−1 ≡ 1 (mod p2, f(z))を与える,即ち法 p2で f(z)は zpn−1 − 1を
或いは zpn − zを割り切って漸化式は最長周期ではないか,

或いは zpn−1 ≡ 1 (mod p2, f(z))を与えない,即ち法 p2で f(z)は zpn−1 − 1を
或いは zpn − zを割り切らず漸化式は最長周期であるか,
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の二者択一である. 条件 (ii)は前者の可能性を打ち消すから,法 p2でも漸化式は最長周期を
与え, 定理 7.13.(a)と p>=3とによって全ての r >=1に対して線形漸化式の解は法 prでの最
長周期を保証される.
(b) p = 2について,上の (a)(ii)と全く同じで定理 7.13.(b)による. ■

7.3. 法 2rでのBrentの最長周期判定条件の証明

　法 2rの場合の加算生成法について最近 Brent50)が与えた結論は最長周期判定を特性多項
式 f(z)の上だけで行う事を可能にし,誠に簡潔で強力である. まず結果を次の定理にまとめ
て,全貌の把握から始める様に努める:

定理 7.15.(Brent50)) (a)法 2rでの線形漸化式 (7.2)のモニックな特性多項式 f(z)はZ2上原始
的とする. 全てが偶数ではない (法 2で 0ベクトルではない)任意の出発値 (x0, x1, · · ·, xn−1)

に対して (7.2)が最長周期 2r−1(2n − 1)を実現する必要十分条件は

{f(z)}2 + {f(−z)}2 �≡ 2f(z2) (mod 8) (7.25)

{f(z)}2 + {f(−z)}2 �≡ 2(−1)nf(−z2) (mod 8) (7.26)

の両方の成立である.
(b)次数 n>= 3の時, n次Z2原始 3項式 f(z)を特性多項式に選べば,任意の r = 1, 2, · · ·の法
2rで見たその形に関係なく,また偶数ばかりではない任意の出発値ベクトル (x0, x1, · · ·, xn−1)

に対しても,法 2rでの加算生成法 (7.2)は最長周期 pr−1(pn − 1)を持つ. (定理 7.15.終り)

　証明は誠に精巧簡潔だが,予備知識が求められる. 以下これを紹介するのにいくつかの説
明を補うので,原論文の端的さをかなり損うものである事を断らなければならない. 是非原
論文も参照して頂きたい. まず一般の法 prでの多項式の既約, 可約について注意, Lemma
1.14の系列の事柄,を確認する:

Corollary 7.16. 素数 pと整数 r >=2に対する prを法とする整数Z/pr係数のモニックな多項
式 f(z)が法 pで既約であれば,法 prでも既約である.
(証明)対偶を示す. 法 prで f(z)が可約で s > 0, n− s > 0に対するある因数分解

f(z) = zn + · · · ≡ (zs + · · ·)(zn−s + · · ·) mod pr, (7.27)

を持てば, zs + · · ·, zn−s + · · ·は共に 1次以上の zの多項式で,合同式ではなく等式としては
この残余は prにある整数係数多項式を掛けたものだから (7.27)は法 pでも f(z)の因数分解
を与え f(z)はZp可約である. ■

　次は証明の第１準備である:

Lemma 7.17. 任意の整数係数多項式 x(z), y(z), f(z)について:
(a)任意の r >=1について次が成り立つ:

x(z) ≡ y(z) mod (2r, f(z))なら x2(z) ≡ y2(z) mod (2r+1, f(z)).

(b)もし f(z)がZ2既約 (従って上の通りZ/2r既約でもある)とすれば,

(i) {x(z)}2 ≡ {y(z)}2 mod (2, f(z)),



128

(ii) {x(z)}2 ≡ {y(z)}2 mod (4, f(z)),

の 2つは同値であり,
(i’) {x(z)}2 ≡ {y(z)}2 mod (8, f(z)),

(ii’) x(z) ≡ ±y(z) mod (4, f(z)),

の 2つも同値である.
(証明) (a) x(z) ≡ y(z) mod (2r, f(z))なら, x(z) = y(z) + 2ra(z) + A(z)f(z)となる整数係
数多項式 a(z), A(z)がある. 故に

{x(z)}2 = {y(z)}2 + 2r+1a(z)y(z) + A(z)f(z) ≡ {y(z)}2 mod (2r+1, f(z)).

(b) (ii)が成り立てば {x(z)}2 = {y(z)}2 +4a(z)+A(z)f(z)となる整数係数多項式 a(z), A(z)

があり,自明に {x(z)}2 ≡ {y(z)}2 (mod 2, f(z))

であって (ii)→(i)は f(z)がZ2既約かどうかに関係なく成り立つ. 逆に (i)を仮定すると,

{x(z)}2 − {y(z)}2 = (x− y)(x+ y) ≡ (x− y)2 = A(z)f(z) (mod 2)

となる整数係数多項式A(z)が存在する. Z2で f(z)は既約だから 2つの因数には分けられ
ず,これは x(z) − y(z)が法 2で f(z)を因数に含むか 0に合同かで,どちらにしても x(z) ≡
y(z) mod (2, f(z))であり, (a)から {x(z)}2 ≡ {y(z)}2 mod (4, f(z))であって (i)→(ii)が成
り立つ.
　最後にZ2で既約,従って法 4でも法 8でも既約な f(z)について, (i’)の成立を仮定すると,
{x(z)}2 −{y(z)}2 ≡ A(z)f(z) (mod 8)となる整数係数多項式A(z)がある. 法を 2として
もこの式は成立し,

{x(z)}2 − {y(z)}2 = (x− y)(x+ y) ≡ (x− y)2 = A(z)f(z) (mod 2)

が成り立つ. f(z)のZ2既約性からこれは

x(z) − y(z) = 2a(z) +B(z)f(z) (7.28)

となる整数係数多項式 a(z), B(z)の存在,変数 zを省いて x = y + 2a+Bf の成立であり,

x2 − y2 = (y + 2a +Bf)2 − y2 = 4a(y + a) + Cf, C = C(z)も整数係数多項式

である. これに仮定 (i’)を当てはめて 4a(y + a) ≡ Af (mod 8)を得て,結論

a(z){y(z) + a(z)} = D(z)f(z) (mod 2)

が導かれる; D(z)は整数係数多項式. 素数の法 2に戻した事に注意. 法 2で f(z)は既約だか
ら,これは a(z) = 2b(z) + E(z)f(z)或いは y(z) + a(z) = 2b(z) +E(z)f(z)の成立を意味し,
前者の場合 (7.28)から x(z) = y(z) + 4b(z) + F (z)f(z),後者の場合

x(z) = y + 2a+Bf = 2(y + a) − y +Bf

= 2(2b+ Ef) − y +Bf = −y(z) + 4b(z) + F (z)f(z)

が成り立つ. どちらにしてもこれらは (ii’)の成立で (i’)→(ii’)が示された. 逆の (ii’)→(i’)は
(a)によって明らか. ■

　次の予備定理が Brentの結論の最大の鍵である:
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定理 7.18.(Brent) f(z)はモニックで法 2で既約なZ/2r係数 n次多項式, n>=2であるとす
る.
(a) z2n−1 ≡ 1,即ち z2n ≡ z (mod 2, f(z))が成り立つ.
(b)この時 z2n−1 ≡ −1 (mod 4, f(z))となる必要十分条件は

f 2(z) + f 2(−z) ≡ 2f(z2) (mod 8) (7.29a)

の成立である.
(c)またこの時 z2n−1 ≡ 1 (mod 4, f(z))となる必要十分条件は

f 2(z) + f 2(−z) ≡ 2(−1)nf(−z2) (mod 8) (7.29b)

の成立である.
(証明) (a) n次多項式 f(z)は法 2で既約だからZ21次因数 zも z − 1も含めず, f(z) = 0の
根 α �= 0, 1を Z2に添加して有限体 GF(2n)が作られる. GF(2n)のすべての元, 特に αは
z2n − z = z(z2n−1 − 1) = 0の根であり, α �= 0の最小多項式である f(z)は z2n − z, 特に
z2n−1 − 1を割り切る.
　以下 (b),(c)の証明のためにZ2既約なn次多項式 f(z)を偶数次,奇数次項に分けて常に次
の様に置く:

f(z) = u(z2) + zv(z2). (7.30)

(c)法 2では−z ≡ zだから, (7.30)は u(z2) ≡ zv(z2) (mod 2, f(z))を意味する. また任意
の整数係数多項式 a(z)について,法 2では 2項係数の構造から a(z2) ≡ a2(z)でもあった. 故
に (a)と (7.30)とは次を与える:

u2(z) ≡ u(z2) ≡ z2n
v(z2) ≡ {z2n−1

v(z)}2 (mod 2, f(z)). (7.31)

右辺は平方であり, Lemma 7.17.(b)によってZ2既約な n次の任意の多項式 f(z)について
一般に次が成り立つ:

u2(z) ≡ z2n
v2(z) (mod 4, f(z)). (7.32)

また法 2では−z ≡ zと共に u(−z) ≡ u(z), v(−z) ≡ v(z)でもあるから, (7.31)から

u2(−z) ≡ z2n
v2(−z) = {z2n−1

v(−z)}2 (mod 2, f(z)),

も成り立ち,再び Lemma 7.17.(b)によって

u2(−z) ≡ z2n
v2(−z) (mod 4, f(z)) (7.33)

である. さらに (7.30)から f 2(z) + f 2(−z)を作ると,

f 2(z) = {u(z2) + zv(z2)}2 = u2(z2) + 2zu(z2)v(z2) + z2v2(z2),

f 2(−z) = {u(z2) − zv(z2)}2 = u2(z2) − 2zu(z2)v(z2) + z2v2(z2),

であって,

f 2(z) + f 2(−z) = 2u2(z2) + 2z2v2(z2) = 2f(z2) + 8a(z2), (7.34)

となる. (7.31)-(7.34)は n次Z2既約多項式 f(z)について一般に成り立つ事に注意する.
　ここで仮定 z2n−1 ≡ −1 (mod 4, f(z)),即ち z2n ≡ −z (mod 4, f(z))を置こう. そうす
ると (7.32)は
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u2(z) ≡ −zv2(z), u2(z) + zv2(z) ≡ 0 (mod 4, f(z)) (7.35)

であり,次の式が成立する:

u2(z) + zv2(z) − f(z) = u2(z) + zv2(z) − {u(z2) + zv(z2)} ≡ 0 (mod 4, f(z)).

f(z)の次数 nが偶数の場合 f(z)の最高次項 znは u(z2)にあり, u(z)は
n

2
次である. f(z)

はモニックだから u(z2)も同じで, 上の式の中辺は zの n − 1次以下の多項式である. また
f(z)の次数nが奇数なら最高次項 znは zv(z2)にあり, v(z)はモニックで,やはり上式中辺は
n− 1次以下の多項式である. 故にこの中辺は法 4でも既約な f(z)を含む事はできないから,
これは法 4での恒等式,従って zの全ての羃の係数が法 4で左右等しい下の式が成り立つ:

u2(z) + zv2(z) = f(z) + 4a(z). (7.36)

a(z)はある n− 1次以下の整数係数多項式である. この結果で zを z2で置き換えれば,

u2(z2) + z2v(z2) = f(z2) + 4a(z2), (7.37)

を得る. これを (7.34)に入れて

f 2(z) + f 2(−z) = 2f(z2) + 8a(z2) (7.38)

即ち (7.29a)が成り立つ; (7.29a)は z2n−1 ≡ −1 (mod 4, f(z))からの帰結であり, (7.29a)が
z2n−1 ≡ −1 (mod 4, f(z))の必要条件である事が示された.
　逆にモニックで法 2で既約なn次の f(z)が (7.29a)を満たすとしよう. 常に成り立つ (7.34)
を (7.29a)に入れて (7.37)が得られ,この場合も (7.37)の両端の辺の zの最高次数の項 z2nか
ら考えてa(z2)は 2n−1次以下,従ってa(z)はn−1次以下であり, (7.37)は法 4での恒等式で,
そのすべての z2を zで置き換えれば u2(z) + zv2(z) = f(z) + 4a(z),即ち u2(z) + zv2(z) ≡ 0

(mod 4, f(z))が得られる.
一方 f(z)はZ2上の n次既約多項式だから z = z2n

(mod 2, f(z))である. 故に u(z2) ≡
zv(z2) (mod 2, f(z))も用いて,法 2の計算で

u2(z) ≡ u(z2) ≡ z2n
v(z2) = z2n

v2(z) (mod 2, f(z)) (7.39)

が見られる. f(z)のZ2既約性と Lemma 7.17.(b)によってこれは

u2(z) = z2n
v2(z) (mod 4, f(z))

を意味し, (7.34)へ入れて

(z + z2n
)v2(z) ≡ 0　 (mod 4, f(z)) (7.40)

を得る. f(z) = u(z2) + zv(z2)なのだから勿論 v(z)の次数は f(z)の次数 nより小でZ2既
約な f(z)は v(z)の中にはない. また法 2で v(z) ≡ 0でもない;仮に法 2で v(z) ≡ 0なら法
2で f(z) ≡ u(z2) ≡ u2(z),即ち f(z)がZ2可約,の矛盾が生じるからである. こうして v(z)

は法 (2, f(z))の可逆元,従ってHenselの lemma 7.6.によって v(z)は法 (4, f(z))でも可逆
で,この逆元を 2度 (7.40)に掛けて

z + z2n ≡ 0 (mod 4, f(z)),即ち z2n ≡ −z (mod 4, f(z))

を得る. 勿論 3次以上のZ2既約な f(z)と zは法 2で素で zも法 4で可逆,その逆元を掛けて
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z2n−1 ≡ −1 (mod 4, f(z))

が得られた. これで長かった (a)の証明を終了する.
(b) z2n−1 ≡ 1 (mod 2, f(z))であるモニックで n次 Z2 既約な f(z)について z2n−1 ≡ 1

(mod 4, f(z))が成り立つと仮定しよう. 証明方法は (a)と同じだが所々で符号が変る. 再
び f(z)の (7.30)の分解,また任意の整数係数多項式 u(z), v(z)についての法 2での v(z2) ≡
v2(z), v(z2) ≡ v2(z)の成立に注意すると:

u2(z) ≡ u(z2) ≡ −z2n
v(z2) + f(z) ≡ z2n

v(z2) ≡ z2n
v2(z) (mod 2, f(z)). (7.31)

z2n は平方だから Lemma 7.17.(b)によって, Z2既約な n次 f(z)について一般に,

u2(z) ≡ z2n
v2(z) (mod 4, f(z)) (7.32)

である. また法 2では−z ≡ z, u(−z) ≡ u(z), v(−z) ≡ v(z)だから, (7.31)から u2(−z) ≡
z2n

v2(−z) (mod 2, f(z))も成り立つ. 再びLemma 7.17.(b)によって,故に, Z2既約である
n次 f(z)について一般に,

u2(−z) ≡ z2n
v2(−z) (mod 4, f(z)) (7.33)

が成立する. さてここで (a)と異なるのだが, z2n−1 ≡ 1 (mod 2, f(z))であって z2n−1 ≡ 1

(mod 4, f(z))にもなるとすると, (7.32)によって

u2(−z) ≡ zv2(−z), u2(−z) − zv2(−z) ≡ 0 (mod 4, f(z)) (7.41)

であり,

u2(−z) − zv2(−z) − (−1)nf(z) ≡ u2(−z) − zv2(−z) − (−1)n{u(z2) + zv(z2)}
≡ 0 (mod 4, f(z)).

f(z)が偶数 n次で znが u(z2)に含まれれば中辺での znの係数は (−1)2(n/2) − (−1)n = 0, n
が奇数で znが zv(z2)に入ればそれは−(−1)2(n−1)/2 − (−1)n = (−1)1+n−1 − (−1)n = 0,ど
ちらにせよ上の式全体の次数は n未満で,法 4でも既約な f(z)を含む事はできないから,法
4で次の恒等式の成立が判る:

u2(−z) − zv2(−z) = (−1)nf(z) + 4a(z). (7.35’)

a(z)は再びある整数係数多項式である. この結果で zを−z2で置き換えれば,

u2(z2) + z2v2(z2) = (−1)nf(−z2) + 4a(−z2). (7.36’)

勿論 u(z), v(z)のもとの定義 (7.30)から,

f 2(z) = {u(z2) + zv(z2)}2 = u2(z2) + 2zu(z2)v(z2) + z2v2(z2), (7.42)

f 2(−z) = {u(z2) − zv(z)}2 = u2(z2) − 2zu(z2)v(z2) + z2v2(z2), (7.43)

即ち (7.36’)によって

f 2(z) + f 2(−z) = 2u2(z2) + 2z2v2(z2) = 2(−1)nf(−z2) + 8a(−z2). (7.44)

これで

f 2(z) + f 2(−z) ≡ 2(−1)nf(−z2) (mod 8) (7.29b)
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が導かれた. (7.29b)は z2n−1 ≡ 1 (mod 4, f(z))の必要条件である.
　さあ, 1息入れて逆にZ2上モニックで n次既約な f(z)が (7.29b)を満たすとしよう. f(z)

の偶奇羃への分解 (7.30)から (7.37), (7.38)は成立し,これらを (7.29b)へ入れると

f 2(z) + f 2(−z) = 2u2(z2) + 2z2v2(z2) = 2(−1)nf(−z2) (mod 8),

即ち

u2(z2) + z2v2(z2) = (−1)nf(−z2) + 4b(z2) ≡ f(z2) (mod 4) (7.45)

となる z2の整数係数多項式 b(z2)があり, b(z)の次数は n− 1以下で (7.45)が法 4での恒等
式になる. すべての z2を−zで置き換えれば

u2(−z) − zv2(−z) = (−1)nf(z) + 4b(−z),
u2(−z) ≡ zv2(−z) (mod 4, f(z)) (7.46)

が得られる. 一方 f(z)が n次Z2既約多項式である事から z ≡ z2n
(mod 2, f(z))であり,

f(z) = u(z2) + zv(z2),

u2(z) ≡ u(z2) ≡ u2(−z) ≡ −z2n
v2(−z) ≡ z2n

v2(−z) (mod 2, f(z))

となる事, 2nが偶数である事, f(z)のZ2既約性,そして Lemma 7.17.(b)とから

u2(−z) = z2n
v2(−z) (mod 4, f(z))

が成り立つ事によって

z2n
v2(−z) ≡ zv2(−z), (z2n − z)v2(−z) ≡ 0, (mod 4, f(z)) (7.47)

を得る. f(z) = u(z2) + zv(z2)なのだから勿論 v(−z)の次数は f(z)の次数 nより小でZ2既
約な f(z)と v(z)にはZ2[z]の意味で互いに素である. また法 2で v(−z) ≡ 0でもない;仮に
法 2で v(−z) ≡ 0(定数)なら v(z) ≡ 0, f(z) ≡ u(z2) ≡ u2(z)が法 2で可約になる矛盾が生
じるからである. こうして v(z)は法 (2, f(z))の可逆元, 従ってHenselの定理 7.6によって
v(z)は法 (4, f(z))でも可逆である. この逆元を 2度 (7.47)に掛けて

z2n − z ≡ 0 (mod 4, f(z)), 即ち z2n ≡ z (mod 4, f(z)).

勿論 f(z)と zも法 2で素だから zも法 (4, f(z))で可逆で,その逆元を掛けて法 (4, f(z))で
z2n−1 ≡ 1が得られた. (7.29b)は z2n−1 ≡ 1 (mod 4, f(z))の十分条件である. これで (b)の
証明を終る. ■

　上で我々が調べたのは, n次Z2既約な多項式 f(z)が法 2rでは最長周期を「与えない」場
合, n次Z2原始多項式 f(z)で言えば法 2rで 2r−1(2n − 1)にはならない場合である. Brentは
一般のZ2既約多項式で定理 7.15が成り立つ事を示したが,我々には原始多項式の場合以外
にあまり興味がないから,その場合についてこの節の最初に述べた Brentの定理 7.15.へ戻
ろう. 少し形を変えて再記する.

定理 7.15.(a) Z2の意味で n次原始多項式である

f(z) = zn − b1z
n−1 − · · · − bnz

0, n>=3, (7.5)

を特性多項式とする法 2rでの線形漸化式
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xk = b1xk−1 + b2xk−2 + · · · + bnxk−n (mod 2r)), b1, b2, · · · , bn ∈ Z/2r, (7.2)

について, Z2の意味の零ベクトル,即ち偶数のn連,ではない任意の出発値 (x0, x1, · · · , xn−1)

を考える.
(i)もし f 2(z) + f 2(−z) ≡ 2(−1)nf(−z2) (mod 8)が成り立てば, すべての r = 2, 3, · · ·に
対して漸化式の周期 T は T <=2r−2(2n − 1)であり,最長周期より小さい.
(ii)もし f 2(z) + f 2(−z) ≡ 2f(z2) (mod 8)が成り立てば,すべての r = 3, 4, · · ·に対して漸
化式の周期 T は T <= 2r−2(2n − 1)であり,最長周期より小さい.
(iii)すべての r = 2, 3, · · ·に対して漸化式の周期 T は T <=2r−1(2n − 1)であり, 最長周期で
ある必要十分条件は f(z)が

f 2(z) + f 2(−z) �≡ 2f(z2) (mod 8), (7.25)

f 2(z) + f 2(−z) �≡ 2(−1)nf(−z2) (mod 8), (7.26)

の両方を満たす事である.
(証明) (i)定理 7.18.(b)によって,仮定から z2n−1 ≡ 1 (mod 4, f(z))が成り立つ. 故に定理
7.17.(a)によって,すべての整数 r >= 2に対してこの両辺の 2乗を r − 2回繰り返して

z2r−2(2n−1) ≡ 1 (mod 2r, f(z))

を得る. 法 2rでの漸化式系列の周期 T は zT ≡ 1 (mod wr, f(z))となる最小の T だから,
上の式は T <=2r−2(2n − 1) <最長周期 2r−1(2n − 1)を r >= 2に対して証明する.
(ii)定理 7.18.(a)によって,仮定からz2n−1 ≡ −1 (mod 4, f(z))が成り立つ. 故に定理 7.17.(a)
によって,両辺の 2乗を r − 2回繰り返すと

z2r−2(2n−1) ≡ 1 (mod 2r, f(z)), r >=3,

を得る. これは漸化式周期 T <=2r−2(2n − 1) <最長周期 2r−1(2n − 1)を証明する.
(iii) [必要性]上の (i),(ii)によって, (7.29a)が成り立てば r >= 3に対して, (7.29b)が成り立て
ば r >=2に対して,漸化式系列は最長周期 2r−1(2n − 1)を持たない. 故に対偶としてすべての
r >= 2に対して最長周期であるためには (7.29a,b)がどちらも成り立たない事が必要である.
[十分性] Z2原始多項式79f(z)が (7.47a,b)を満たさないと仮定する. Z2での漸化式系列周期
は最長の 2n − 1だから法 4での漸化式周期はこれと同じか最長の 2(2n − 1)か,の二者択一
である. 定理 7.18.(b)によって, z2n−1 ≡ 1 (mod 4, f(z))は成り立たないから 2n − 1は漸化
式系列の法 4での周期は最長の 2(2n − 1)以外はあり得ない. 法 8での周期は従ってこれと
同じか或いは最長の 22(2n − 1)かの二者択一となる. 前者は z2(2n−1) ≡ 1 (mod 8, f(z))を
意味するが, Lemma 7.17.(b)によるとこれは z2n−1 ≡ ±1 (mod 4, f(z))と同値であり, そ
れは仮定によって成立しない. 故に法 8での漸化式周期も最長であり, Wardの定理 7.14.(b)
によってすべての r >= 2に対して法 2rでの漸化式系列の最長周期が保証される. ■

実際は Brentの上の十分性の証明はWardの定理 7.14.にも頼る事なく簡明に帰納的に行わ
れる. 可能なら是非原著の端的な証明を読み解いて頂きたい.

　加算生成法の理論解析の最後である:

79f(z)の Z2既約性だけを仮定しても 2n − 1を f(z)の指数に置き換えて以下の証明は成り立つ.
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定理 7.15.(b) (Brent)次数 n>= 3の時, n次原始 3項式 f(z)は任意の r = 1, 2, · · ·に対して法
2rの加算生成法の最長周期を保証する.
(証明) Brentの証明の通り述べる. Z2上の原始特性 3項式を f(z) = zn + bsz

n−s + bnとする.
当然 bnも bsも奇数,法 2で 0ではない,即ち法 2rでの可逆元である. Brentの条件の第 1,

f 2(z) + f 2(−z) �≡ 2f(z2) (mod 8) (7.29a)

の成立を見よう. 逆があり得ないと示せばよい. (7.29a)の左辺を f(z)の場合に展開すると
次が成り立つ:

(zn + bsz
n−s + bn)2 + {(−1)nzn + (−1)n−sbsz

n−s + bn}2

= 2z2n + 4bsγsz
2n−s + 2bs

2z2n−2s + 4bnγnz
n + 4bnbsγn−sz

n−s + 2bn
2, (7.48)

但しγk :=
1 + (−1)k

2
, kが偶数なら1,奇数なら0である. 一方2f(z2) = 2z2n+2bsz

2n−2s+2bn

である. これが (7.48)と法8で合同であるためには, 2n−s > n > n−sかつ2n−s > 2n−2s >

n− sだから,

4bsγs ≡ 0 (mod 8), (7.49)

2(bs
2z2n−2s + 2bnγnz

n) ≡ 2bsz
2n−2s (mod 8), (7.50)

2bnbsγn−s ≡ 0 (mod 8), (7.51)

2b2n = 2bn (mod 8) (7.52)

が成り立たなければならない. bs, bnは奇数, γkも 0か 1かである. (7.49)は γs = 0, sは奇数
と定める. (7.51)は γn−s = 0, n − sは奇数,従って nは偶数であり, γn = 1でなければなら
ない. こうして (7.51)は

(i) n = 2sかつ 2(b2s − bs + 2bn)zn ≡ 0 (mod 8)が成り立つか,或いは

(ii) n �= 2s, 2b2s ≡ 2bsかつ 4bn ≡ 0 (mod 8)がすべて成立するか,

のどちらかを要求する. しかし bnは奇数だから 4bn �≡ 0 (mod 8), (ii)はあり得ないので (i)
の n = 2s>=3, s >=2とその他の条件,例えば (7.52)の成立の可能性だけが残る. しかしこれ
は法 2で見て f(z) ≡ z2s + zs + 1を意味し,この形の f(z)は s>=2の場合Z2原始多項式で
はあり得ない. なぜなら,これは f(z) = 0のGF(2n)での根 αが α2s ≡ αs + 1 (mod 2)を
満たす事を意味し,次が成り立つ:

α3s = α2s · αs ≡ (αs + 1)αs = α2s + αs ≡ 1 (mod 2).

故に f(z) = 0の根 αの位数 hは 3s或いはそれ以下の大きさのその約数だが, 一方それは
GF(2n)の生成元で h = 2n − 1 = 22s − 1でなければならない. 関数

ξ(s) = 22s − 1 − 3s = 4s − 1 − 3s

を用いて言えば,整数 s>=1は ξ(s)<=0を満たさなければならない. しかし

ξ′(s) = (es log 4)′ − 3 = (log 4)e2s log 2 − 3 = (log 4)4s − 3

によって ξ′(s)は sの増加関数, ξ′(s) = 0となるのは s =
log 3 − log log 4

log 4
= 0.55686 · · ·だ
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け, ξ(s)は s>=1で狭義単調増加, ξ(1) = 4−1−3 = 0だから s > 1で ξ(s) > 0であり, s > 1,
即ち特性多項式 f(z)の次数 n = 2s > 2では条件 ξ(s)<=0が成り立つ事,即ち (7.48)が成り
立つ事はない. 故に次数 n>=3のZ2原始 3項式 f(z)について (7.29a)の不成立はなく,必ず
成立する.
　 Brentの条件の今 1つである (7.29b), f 2(z) + f 2(−z) �≡ 2(−1)nf(−z2) (mod 8)が満た
される事を見よう. f(z) = zn + bsz

n−s + bnの最高次 znの係数を 1に取る約束だから,

F (z) := (−1)nf(−z) = zn + (−1)sbsz
n−s + (−1)nbn

を考える; f(z) ≡ F (z) (mod 2)で, f(z)がZ2原始 3項式なら F (z)も同じである. Brent
の f(z)に対する条件 (7.29b)を F (z)で表すと,

F 2(z) + F 2(−z) �≡ 2F (z2),

これは原始 3項式 F (z)に対する条件 (7.29a)で, n>=3に対してこれが満たされない事は上
で示されている. ■

　勿論次数 n = 2のZ2原始 3項式では Brentの条件を満たさないものがある. 3項式と限
らない,加算生成法最長周期を与えないZ2原始多項式については Brentの原論文に「例外
的 exceptionalZ2原始多項式」としていくつかの低次のものが記されている.

7.4. 演習問題

　 Brentの定理の強力さを簡単な演習問題で確認して最後の旅へ進む.

問題 7.19.(a) Z2上の 2次多項式 f(z) = z2 − z + 1が原始多項式である事を示せ.
(解)我々の学んだ所では,その証明にはこの f(z)を特性多項式とする漸化式

xk = xk−1 − xk−2 (mod 2), k = 2, 3, · · · (7.52)

が任意の出発2連 (但し0連ではないとする)に対して作る系列の周期Tが最長のT = 22−1 =

3である事を見てもよい. ここでは 22 − 1 = 3はメルセンヌ素数だから

z22 ≡ z (mod 2, f(z))

の成立を 2度の 2乗で調べよう. 実際

f(z) = z2 − z + 1 ≡ 0 (mod 2, f(z))だから z2 ≡ z − 1 (mod 2, f(z))

であり,この関係を 2乗して

z4 = (z2)2 = (z − 1)2 =≡ z2 + 1 ≡ (z − 1) + 1 = z (mod 2, f(z)).

従って f(z)はZ2上の 2次原始多項式である. ■

問題 7.19.(b)しかし f(z) = z2 − z + 1は法 2r, r >= 3で加算生成法の最長周期を与えない.
それをまず,
(i) f(z)が Brentの条件

f 2(z) + f 2(−z) �≡ 2f(z2) (mod 8) (7.29a)

f 2(z) + f 2(−z) �≡ 2(−1)nf(−z2) (mod 8) (7.29b)
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の 2つを満たすかどうかによって調べなさい.
(ii)次に初期条件 (x0 = 1, x1 = 1)で法 2,4,8の加算生成法系列を作り,それらの周期をBrent
の定理 7.18. の証明に基づいて説明しなさい.
(解) (i)条件 (7.29a)については,

f 2(z) + f 2(−z) = (z2 − z + 1)2 + (z2 + z + 1)2

= z4 + z2 + 1 − 2z3 − 2z + 2z2 + z4 + z2 + 1 + 2z3 + 2z + 2z2

= 2z4 + 6z2 + 2 (mod 8),

2f(z2) = 2z4 − 2z2 + 2 ≡ 2z4 + 6z2 + 2 (mod 8).

故に (7.29a)は破れている. (7.29b)については, n = 2だから,

(−1)nf(−z2) = 2f(−z2) = 2z4 + 2z2 + 2 �≡ 2z4 + 6z2 + 2 = f 2(z) + f 2(−z) (mod 8).

だから (5.29b)は満たしている.
(ii)法 2では漸化式 (7.52), xk = xk−1 − xk−2の解は次の通り:

k 0 1 2 3 4 5 6 7

xk 1 1 0 1 1 0 1 1

法 4 = 22では
k 0 1 2 3 4 5 6 7

xk 1 1 0 −1 −1 0 1 1

法 8 = 23では
k 0 1 2 3 4 5 6 7

xk 1 1 0 −1 −1 0 1 1

　法 4 = 22での周期は 6 = 22−1× (22 − 1),最長である. 定理 7.18.(a)によれば, (7.29b)の
成立は z3 ≡ −1 (mod 4, f(z))となる事,それは法 4で漸化式の周期が最長の 6である事だ
が,が法 (8, f(z))でも z6 ≡ 1,となる条件で,上に見る通りそうなっている. 法 8での周期は
6 = 2(22 − 1),理論的最長の 23−1(22 − 1) = 4(22 − 1) = 12ではない. この周期の理由は上に
見た (7.29a)の不成立にある. (問題 7.19.(b)終り)

　上で見たZ2上の 2次原始 3項式 f(z) = z2 − z + 1は Brentの所謂例外的原始多項式の 1
つである.

問題 7.19.(c) 2次多項式 g(z) = z2 + z + 1は法 2では問題 7.19.(a,b)の f(z) = z2 − z + 1と
同じだからZ2上の 2次原始多項式であるが法 4或いは法 8では f(z)とは異なる. g(z)を特
性多項式とする線形漸化式

xk = −xk−1 − xk−2 (mod 2r), k = 2, 3, · · · , r = 1, 2, · · · (7.53)

も法 2r, r >=3で加算生成法の最長周期を与えない. それをまず,
(i) f(z)が Brentの条件

g2(z) + g2(−z) �≡ 2g(z2) (mod 8) (7.29a)

g2(z) + g2(−z) �≡ 2(−1)ng(−z2) (mod 8) (7.29b)
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を満たすかどうかによって調べなさい.
(ii)次に初期条件 (x0 = 1, x1 = 1)で法 2,4,8の加算生成法系列を作り,それらの周期をBrent
の定理 7.18. の証明に基づいて説明しなさい.
(解) (i)条件 (7.29a)については,

g2(z) + g2(−z) = (z2 + z + 1)2 + (z2 − z + 1)2

= z4 + z2 + 1 + 2z3 + 2z + 2z2 + z4 + z2 + 1 − 2z3 − 2z + 2z2

= 2z4 + 6z2 + 2 (mod 8),

2g(z2) = 2z4 + 2z2 + 2 �≡ 2z4 + 6z2 + 2 (mod 8).

故に (7.29a)は満たされている. (7.29b)については, n = 2だから,

(−1)ng(−z2) = 2g(−z2) = 2z4 − 2z2 + 2 ≡ 2z4 + 6z2 + 2 = f 2(z) + f 2(−z) (mod 8).

だから (7.29b)は満たされない. 故に最長周期を与えない.
(ii)法 2では漸化式 (7.53), xk = −xk−1 − xk−2 ≡ xk−1 + xk−2 (mod 2)の解は次の通り:

k 0 1 2 3 4 5 6 7

xk 1 1 0 1 1 0 1 1

法 4 = 22では xk = −xk−1 − xk−2 (mod 4)でなければならず,

k 0 1 2 3 4 5 6 7

xk 1 1 2 1 1 2 1 1

これは周期 3である. 法 8 = 23では

k 0 1 2 3 4 5 6 7

xk 1 1 6 1 1 6 1 1

これも周期 3である. 法 4 = 22での最長周期は 6 = 22−1× (22 − 1)だからこれよりは短い.
(7.29a)が成り立たつから Brentの予備定理 7.18.(b)によって法 (4, g(z))で z2n−1 = z22−1 ≡
−1ではなく, (7.29b)が成り立たないために同じ法で z22−1 ≡ 1となって法 4で線形漸化式
周期は法 2の時のままの 2n − 1 = 22 − 1に留るのである. 実際線形漸化式 (7.53)は任意の
整数 r >=2に対して法 2rでの解が

1 1 − 2 1 1 − 2 · · ·
の繰返しとなって周期はすべて 3である. (問題 7.19.(c).終り)

問題 7.19.(d) h(z) = z2 − z+ 3もZ2上原始的な f(z) = z2 − z+ 1と「Z2で係数を見れば」
同じで,それ自身Z2原始 n = 2次多項式である. これについて h2(z) + h2(−z)と 2h(z2)と
を法 8で計算し, Brentの条件

h2(z) + h2(−z) �≡ 2h(z2) (mod 8), (7.29a)

h2(z) + h2(−z) �≡ 2(−1)2h(−z2) (mod 8) (7.29b)

が満たされている事を示せ.
(証明) h2(z) ≡ z4 − 2z3 + 7z2 − 6z + 1 (mod 8),
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h2(−z) = (z2 + z + 3) ≡ z4 + 2z3 + 7z2 + 6z + 1 (mod 8).

加え合せて

h2(z) + h2(−z) ≡ 2z4 + 14z2 + 2 ≡ 2z4 + 6z2 + 2 (mod 8).

一方

2h(z2) ≡ 2(z4 − z2 + 3) ≡ 2z4 + 6z2 + 6 �≡ 2z4 + 6z2 + 2 (mod 8).

よって (7.29a)は示された. さらに,

2(−1)2h(−z2) = 2(z4 − z2 + 3) ≡ 2z4 − 2z2 + 6

�≡ 2z4 + 6z2 + 2 = h2(z) + h2(−z) (mod 8).

よって示された. ■

問題 7.19.(e) h(z) = z2 − z + 3は漸化式

xk = xk−1 − 3xk−2 (7.54)

の特性多項式である. (x0, x1) = (1, 1)から出発する法 4の漸化式 (6)の解を下の表に x9ま
で計算し,その周期 T4を求めよ.

(解)次の通り:
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

xk 1 1 2 3 1 0 1 1 2 3

故に法 4での {xk}の周期 T4 = 6 = 22−1(22 − 1),最長周期である. (問題 7.19(e)終り)

問題 7.19.(f)同じ h(z) = z2 − z + 3が特性多項式である「法 8の」漸化式

xk = xk−1 − 3xk−2 (mod 8) (7.55)

を同じ出発値 (x0, x1) = (1, 1)で解いて x17まで計算し,その周期 T8を求めよ.
(解)次の通り:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 | 12 13 14 15 16 17

xk 1 1 6 3 1 0 5 5 6 7 5 0 | 1 1 6 3 1 0

故に法 8での {xk}の周期は T8 = 12 = 23−1(22 − 1),最長である. (問題 7.19.(f)終り)

　問題 7.19(b,c)の g(z) = z2 + z + 1, h(z) = z2 − z + 3等は法 2で見れば Brentの「例外
的」Z2原始多項式 f(z) = z2 − z + 1と同じである. f(z), g(z)は問題 7.19.(a,b)で見た様に
Brentの条件の 1つを満たさず,加算生成法の最長周期を与えない. しかし上の通り h(z)は
そうではない. この事がちゃんと,法 4及び法 8での h(z)が生起する加算生成法漸化式の解
に反映し,従って全ての法 2r, r >= 1で最長周期を与える. ややこしい状況をきちんと捌いて
いる Brentの判定条件の強力さは見事である.

問題 7.20.(a) Z2上の 4次多項式 f(z) = z4 + z3 + 1が原始多項式である事を示そう. それに
はこの f(z)を特性多項式とする漸化式

xk = xk−1 + xk−4 (mod 2), k = 4, 5, 6, · · · (7.56)

が任意の (但し 0ばかりではない)出発 5連に対して作る系列の周期 Tが最長の 24 − 1 = 15
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である,と見ればよい. 出発値 (x0, x1, x2, x3, ) = (1, 0, 0, 0)に対して, {x0, x1, x2, x3, · · · , x18}
までを (1)に従って計算して周期 15であり, f(z)がZ2上の原始多項式である事を証明せよ.
(証明)次の通り:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

xk 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0

周期は最長の 24 − 1 = 15であり, {xk}はM系列で f(z)はZ2上の 4次原始多項式である.
■

問題 7.20.(b) f(z) = z4 +z3+1がZ2原始多項式である事が判ったから,この上での法 22 = 4

の加算生成法

xk = xk−1 + xk−4 (mod 4), k = 4, 5, 6, · · · (7.57)

を行って見よう. 3次以上のZ23項M系列漸化式についてのBrentの定理から周期は可能な最
長周期, 22−1(24−1) = 30だと判る. 出発値は問題 7.20.(a)と同じ (x0, x1, x2, x3) = (1, 0, 0, 0)

に取り, {x0, x1, x2, x3, · · · , x35}までを (7.55)に従って計算してこの周期を確かめよ.
(解)次の通り:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

xk 1 0 0 0 1 1 1 1 2 3 0 1 3 2 2 3 2 0 2

k 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 | 30 31 32 33 34 35

xk 1 3 3 1 2 1 0 1 3 0 0 | 1 0 0 0 1 1

　 (問題 7.20.(b)終り)

問題 7.20.(c)法 22 = 4の加算生成法,

xk = xk−1 + xk−4 (mod 4), k = 4, 5, 6, · · · (7.58)

で得られた系列のMarsaglia図は, 値に重複があるので描きにくい. 下の表に問題 7.20.(b)
の解から 0<= k <=29に対する (xk, xk+1)の 30点の出現頻度を集計せよ.
(解)

3 0 3 2 1

2 1 2 1 2

1 4 3 2 1

0 3 2 1 2

xk+1 / xk 0 1 2 3

　 (問題 7.20.(c)終り)

問題 7.20.(d)同じ法 22 = 4の 4次加算生成法

xk = xk−1 − xk−4 (mod 4), k = 4, 5, 6, · · · (7.59)

はこれを法 2で見れば xk = xk−1 + xk−4と同じ事だから特性多項式はZ2上の 4次原始 3項
式で,これも Brentの定理によって任意の r = 1, 2, · · ·に対する法 2rでの加算生成法として
最長周期を保証され, 現在の r = 2,法 4の場合の (7.59)の解の周期は 22−1(24 − 1) = 30で
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ある. 出発値を再び (x0, x1, x2, x3) = (1, 0, 0, 0)に取り, {x0, x1, x2, x3, · · · , x35}までを (4)に
従って計算しせよ. 但し−1は 3で表し, 0, 1, 2, 3だけを用いる事とする. また 0<= k <=29に
対する 30点 (xk, xk+1)の出現頻度の結果を下の表に集計せよ.
(解)法 4の加算生成列は次の通り:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

xk 1 0 0 0 3 3 3 3 0 1 2 3 3 2 0 1 2 0 0

k 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35

xk 3 1 1 1 2 1 0 3 1 0 0 1 0 0 0 3 3

Marsaglia図については:
3 3 0 1 4

2 0 3 0 1

1 3 2 1 2

0 4 3 2 1

xk+1 / xk 0 1 2 3 (問題 7.20.(d)終り)

問題 7.20.(e)今度はさらに大きい法 23 = 8の 4次加算生成法

xk = xk−1 + xk−4 (mod 8), k = 4, 5, 6, · · · (7.58)

でどの様になるかを見よう. 周期は最長の 23−1(24 − 1) = 60のはずである. 出発値をまた
(x0, x1, x2, x3) = (1, 0, 0, 1)に取り, {x0, x1, x2, x3, · · · , x65}までを (2’)に従って計算せよ. ま
た 0<= k <=59に対する 60点 (xk, xk+1)の出現頻度の結果を (0は記入せず)下に集計せよ.
(解)法 8では加算生成列は次の様になる:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

xk 1 0 0 0 1 1 1 1 2 3 4 5 7 2 6 3 2

k 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33

xk 4 2 5 7 3 5 2 1 4 1 3 4 0 1 4 0 0

k 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

xk 1 5 5 5 6 3 0 5 3 6 6 3 6 4 2 5 3

k 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65

xk 7 1 6 1 0 1 7 0 0 1 0 0 0 1 1

Marsaglia図については:
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7 1 1 2

6 1 1 2 1 1

5 1 1 2 1 2

4 2 1 1 1 1

3 1 1 2 1

2 1 1 1 2 1 3 1

1 5 3 1 1 1 1

0 4 2 1 2 1

xk+1 / xk 0 1 2 3 4 5 6 7 (問題 7.20.(e)終り)

　法 8の場合の集計から,法を大きくすると周期は確かに長くなるが,系列 {xk}の数の出方
に「癖」が生じる様に感じられる. 低次の漸化式で大きな rに対する法 2rの加算生法を行
うのは良くないと注意される. この様な実際使用は避けよう.

　上の問題 7.20.と共に,次は加算生成法の問題点を多少とも示す例である.

問題 7.21.(a) Z2上の 5次多項式 f(z) = z5 + z3 + 1は原始多項式である. これは 25 − 1 = 31

が素数, 5がMersenne指数である事から, z25 ≡ z (mod 2, f(z))の成立を調べればわかる.
実際 f(z) ≡ 0 (mod 2, f(z))だから同じ法で

z5 ≡ z3 + 1, z6 ≡ z4 + z,

z8 ≡ z3z5 ≡ z3(z3 + 1) ≡ z6 + z3 ≡ z4 + z3 + z,

z16 = (z8)2 ≡ (z4 + z3 + z)2 ≡ z8 + z6 + z2 ≡ (z4 + z3 + z) + (z4 + z) + z2 ≡ z3 + z2,

z32 ≡ (z3 + z2)2 ≡ z6 + z4 = (z4 + z) + z4 ≡ z. ■

問題 7.21.(b) Brentの定理 7.15.(b)によって, Z2上の 5(>=3)次原始 3項式 f(z) = z5 + z3 +1

を特性多項式とする線形漸化式は任意の法 2r, r = 1, 2, 3, · · ·で最長周期 2r−1(25 − 1)を持つ
と知れる. 余り周期が長いと計算が大変だから,法 22 = 4の加算生成法,

xk = xk−2 + xk−5 (mod 4), k = 5, 6, · · · (7.60)

を行って見よう. 周期は 22−1(25 −1) = 62である. 出発値は (x0, x1, x2, x3, x4) = (1, 0, 0, 0, 0)

に取り, (x0, x1, x2, · · · , x70}までを計算してこの周期を確かめよ.
(証明)長いけれど単純な計算である:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

xk 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 2 1 3 2 0 0

k 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35

xk 1 3 3 3 3 0 2 3 1 2 1 0 0 1 2 2 2 2

k 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53

xk 3 0 1 2 3 1 3 2 1 1 2 0 0 1 1 3 1 3

k 54 55 56 57 58 59 60 61 | 62 63 64 65 66 67 68 69 70

xk 2 0 1 1 0 3 0 0 | 1 0 0 0 0 1 0 1 0
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確かに,周期は 62である. ■

問題 7.21.(c) 法 22 = 4の加算生成法 xk = xk−2 + xk−5 (mod 4), k = 5, 6, · · ·で得られ
た (c)の系列のMarsaglia図は, 値に重複があるので描きにくい. 次の表に問 (b)の解から
0<=k <= 61に対する 62点 (xk, xk+1)の出現頻度を集計せよ.
(解)

3 　 1　 　 5　 　 3　 　 3　
2 　 1　 　 5　 　 3　 　 3　
1 　 9　 　 5　 　 3　 　 3　
0 　 7　 　 5　 　 3　 　 3　

xk+1 / xk 0 1 2 3

結果は,表の右半分は大変良いが,左半分の性能がよくわからない. (問題 7.21.(c)終り)

問題 7.21.(d)同じ法 4の 5次加算生成法 xk = xk−2 + xk−5 (mod 4), k = 5, 6, · · ·で出発
値として取り得る 5連は, 最長周期 T = 22−1(25 − 1) = 62を確保するため法 2での 0の 5
連, 即ち法 4での偶数ばかりの 5連 25個を除く 45 − 25 = 25(25 − 1) = 16T 個で, 異なる
加算生成法最長周期系列解が 16個ある事になる. これら異なる初期値に対する系列の性質
は互いに大いに異なり得る. 出発値を (c)と異なる (x0, x1, x2, x3, x4) = (1, 0, 0, 0, 2)に取り,
{x0, x1, x2, · · · , x70}までを計算せよ. また 0<= k <= 61に対する 62点 (xk, xk+1)の出現頻度の
結果を下の表に集計せよ. (c)と (d)とどちらの出発値が乱数として好ましいか.
(解)再び長い単純な計算である:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

xk 1 0 0 0 2 1 2 1 2 3 3 1 0 3 3 2 0 2

k 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35

xk 3 1 1 1 3 0 0 1 1 0 1 0 2 1 2 2 2 0

k 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53

xk 3 2 1 0 1 　 3 3 0 3 1 2 0 2 3 3 1 3 3

k 54 55 56 57 58 59 60 61 | 62 63 64 65 66 67 68 69 70

xk 2 2 3 1 2 3 0 2 | 1 0 0 0 2 1 2 1 2

3 　 3　 　 3　 　 5　 　 5　
2 　 5　 　 5　 　 3　 　 3　
1 　 3　 　 3　 　 5　 　 5　
0 　 3　 　 5　 　 3　 　 3　

xk+1 / xk 0 1 2 3

出現頻度表からは (d)の結果の方が均等らしく好ましく見える. (問題 7.21.(d)終り)

　確かな事として,加算生成法乱数の 1周期での性格も上の 2例の様に初期条件の選択に依
存すると言う事はできる. これは連結M系列乱数についても同じである.45)しかし「どの様
に依存するか」について,或いは「大した違いは生じないのか」について,何分にも上の例
では乱数としては出現する場合の総数が小さ過ぎ, 法 22に対する乱数値の 2−2毎の刻み幅
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も大き過ぎるので確定的な事が何も言えない. 現在の計算機では系列全体を到底計算し尽く
せない 500次の漸化式で法 232の加算生成法の 1周期を想起しよう. この時 2500程度の点が
232個の値の一様乱数として 2次元平面の 1辺の長さ 1の正方形内で (232)2 = 264個の点に
散布され, 各点には平均頻度 2500/264 = 2436 ≈ 103×43.6 ≈ 10130で出現する. この数は膨大
だから少々の不均等では · · ·とも感じられるが,しかしこれも本当と言えるだろうか. 特に 1
周期ではなく,実際に用いられる遥かに短い長さの範囲で実際はどれくらいの不均等になる
か,独立乱数列と見做すのに問題はないか. さらに大きな問題,漸化式あるいは原始多項式の
選択,と共に「よくわからない」と言うべきであり,加算生成法のそのままの使用には問題
が感じられる.
　繰り返しにはなるが,幸い加算生成法乱数出力列から性質のよりよい部分列を抽き出すア
イデアが Lüscher13)によって提案されている事を再度指摘する. Knuth52)の p.35及び Sec.
3.6.も参照. 簡単だが実際に効果が高いと思われるこの改善案は,乱数生成速度の多少の犠
牲を伴う 53)にしても,加算生成法でシミュレーションを行う立場では十分考慮されるべき
重要な指針と思われる.
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8. 2つの展望
　

8.1. イデアル,ユークリッドの互除法と素 (既約)因数分解

　整数の合同算法から始めて,我々は群,体そして環の入り口まで進んだ. 議論の困難の中の
1つの共通事項は,多項式の既約因数分解の一意性の問題に関わっている. 最終の段階に立っ
て振り返ると,もう 1つの重要な共通事項,整数で言えば最大公約数をどう算出するか,素数
と限らない法mでの数体系で或いは一般に多項式の環でどの様に可逆元とその「逆数」と
を発見するか,についての一般の議論の欠落も指摘しなければならない. 関連する多少の記
述は余り大きな努力なしに可能だし,それはまたこれからの発展,もっと進んだ教科書に目
を向ける時容易な移行を見出すかどうかに大いに関わると思われる. そこで我々が今まで主
として「群」の世界に安住できて触れる機会がなかったこれらの重要な構造,ユークリッド
の互除 (算)法と環のイデアル,にこの最終章の第 1段として少し立ち入る.
　群で部分群が全体構造に大切な役割を持っていた様に,群にはない 2種類の演算に関係す
る環特有のある種の部分集合の役割がある. この部分集合がイデアルである. これを考える
事はまた,懸案の,体の元或いは整数を係数とする多項式の既約因数分解の一意性の理解へ
の鍵でもある. まず,次の定義から始める:

定義 8.1. 環Rの部分集合 J が次の性質を満たすとき「イデアル ideal」と呼ぶ:
(公理 1) J は環Rの加法についてRの部分群である. 即ち x, y ∈ Jなら x− y ∈ J が成り立
つ.
(公理 2) 環 Rの任意の元 x ∈ Rについて xJ ⊂ J を満たす, 即ち任意の y ∈ J に対して
xy ∈ J となる. xJ は集合 {xy| y ∈ J}の略記である. (定義 8.1.終り)

　イデアルの具体例は容易に見られる:

例 8.2. (a)環Rの零元だけの集合 J = {0} = 0R = {0x| x ∈ R},及びR自体もイデアルで
ある. これらを環Rの自明なイデアルと呼ぶ.
(b) (0でない)整数 aの倍数全体を

(a) := aZ = {ak| k = 0,±1,±2, · · ·}
と記す.80 aZは整数環Zのイデアルである.
(c)例 7.2.(d)によれば,整数環Zを係数とする文字 zの多項式の全体Z[z]は環である. この
中の任意の多項式を f(z) ∈ Z[z]とすれば, f(z)を因数に持つZ[z]の全体,即ちZ[z]の中の
f(z)の倍数全体,

f(z)Z[z] := {f(z)g(z)| g(z) ∈ Z[z]}

80記法 (a)は我々には少し紛らわしいので以後は aZ,一般の環 Rなら aRを主に用いる.
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はZ[z]のイデアルである.
(証明) (a) J = {0}は加法の群Rの自明な部分群である. 任意の x ∈ Rに対して x0 = 0 ∈ J

も明らかで {0}はイデアルには違いない. R自体も同様にRの加法の部分群と考える事は
でき, xR ⊂ Rも確かだからイデアルではある.
(b) aZ = (a)は自明に環Zの部分集合である. ak, am ∈ aZを任意に取ると, k,mは整数だ
から ak − am = a(k −m)は再び aの倍数で aZの元になる. 故に Jは加法に関してZの部
分群の条件 Lemma 2.14.(a)を満たし,イデアルの公理 1は成り立っている. 任意の整数 xに
ついて, xaZ = a(xZ) ⊂ aZも明らかで, aZに対してイデアルの公理 2も成立する.
(c)任意の整数係数多項式 g(z), h(z) ∈ f(z)Z[z]は g(z) = f(z)u(z), h(z) = f(z)v(z)の様に
整数係数多項式 u(z), v(z)で表される. 故に g(z)− h(z) = f(z){u(z)− v(z)}であり, f(z)の
倍数であって, g(z) − h(z) ∈ f(z)Z[z]が成り立つ. f(z)Z[z]は加法に関してZ[z]の部分群
である. また任意のw(z) ∈ Z[z]を取るとw(z){f(z)u(z)} = f(z){w(z)u(z)} ∈ f(z)Z[z]も
明らかで, f(z)Rはイデアルの公理を満たす. ■

　これらの例の aZや f(z)Z[z]の様に,環Rのただ 1つの元 aの倍数の全体 aRであるイデ
アルを単項イデアルまたは主イデアル principal idealと呼ぶ. 実は例 8.2.(b),(c)は整数の環
Zや「体 F」係数の多項式の環 F [z]のイデアルの一般の重要な事情を表している:

定理 8.3. (a)整数の部分集合Sが加法に関して群なら,それは正の最小元 aの倍数の全体 aZ

である. 特に整数環Zのイデアルはすべて単項イデアルである.
(b)体 F 係数の 1変数 zの多項式全体の環 F [z]のイデアルもすべて単項イデアルである.
(証明) (a)整数の加法に関する部分群 Sの正の最小数を aと置く. Sの任意の数 xを aで整
数の範囲で割って x = aq+ r,商 qと余り 0 <= r < aは整数とする. xも qa = a+ a+ · · ·+ a

も共に加法の群 S の数であり, x − qa = r も S に属す. S の正の最小数は aなのだから
r = 0でなければならず, Sのすべての数は aで割り切れる; S ⊂ aZ. 逆に aの任意の倍数
ka = a + a + · · · + a, k ∈ Zが加法の群 Sの元であるから aZ ⊂ S. 故に S = aZが成り立
ち, Sは aの整数倍 (aの倍数)の全体だと判明した. 特に整数環Zの任意のイデアル J はZ

の部分集合で加法について群なのだから,その正の最小の数を aとすれば J = (a) = aZで
あり, J は必ず単項イデアルである.
(b) 体 F の係数を持つ任意の多項式 f(z)の最高次の項を akz

k として f(z)の次数を k で
定義する事は普通の通りだが定数 0だけは次数を普通−∞と便宜上定義する.81 F は体だ
からその元 ak �= 0は必ず逆元を持つ. 故に一般に F [z]の任意の 2つの多項式, 次数 >= 0,
の間では次数の高くない方で他方を F 係数で割る事ができる. 今 F [z]の部分集合である
イデアル J の中から定数 0以外のもの,次数 >= 0のもの, で最小の次数を持つものの 1つ
f(z) ∈ J を取る. J の 0以外の任意の多項式 g(z)の次数は f(z)以上だから, f(z)で割り算
して g(z) = f(z)q(z) + r(z),余り r(z)は 0か,さもなければその次数は f(z)より低い,と分
解する.82 −q(z)f(z) ∈ J だから r(z) = g(z) − q(z)f(z)も加法の群 J の多項式だが, f(z)が
J の 0以外の元の中の最小次数なのだから r(z) = 0でなければならない. 故に J の 0では
ないすべての多項式は f(z)の倍数に限り J ⊂ f(z)F [z]. しかし Jは F [z]のイデアルだから

81簡単に考えれば,定数関数 f(z) = 0では係数に 0でないものがないから 0次とはしない方が便利で,多項
式の積の次数を考えるために−∞× 0 = −∞の規約で次数 −∞を採用すると具合がよい.

82第 1章 Corollary 1.10.の様な除法の等式の成立は,本来は証明が必要だが,有理数係数での多項式同士の
割り算の経験からは自明としてよかろう.
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f(z) ∈ J に対して f(z)F [z] ⊂ J でもある. 故に J = f(z)F [z]. ■

　現在の問題に関係の深い重要なイデアルが次である.

Lemma 8.4. (a) 2つの 0ではない整数m,nを固定し, a, bはすべての整数を動くとして整数
の集合

S = {am+ bn| a, b ∈ Z}
を考える. m,nの最大公約数を d = (m,n)と記すと,次の集合等式が成り立つ:

S = {kd| k = 0,±1,±2, · · ·}. (8.1)

即ち,集合 Sはm,nの最大公約数 dの整数倍の全体から成る.
(b)特に,任意の整数m,nとその最大公約数 dに対して,

d = am+ bn

の成り立つ整数 a, bが必ず存在する.
(c)任意の正の整数mに対して整数 xがmと素である事が, xy = 1 (mod m)となる法m

での xの逆数 yが存在する必要十分条件である.
(証明) (a)この命題は既に定理 4.4.としてp.55で証明されているが,次の別証明は十分それだ
けの価値がある. 集合S ⊂ Zは上に定義された通りとして, Sの任意の 2元x = am+bn, y =

a′m + b′nを取る. x − y = (a − a′)m + (b − b′)n ∈ S であり,83 任意の c ∈ Z に対して
cx = (ca)m+ (cb)n ∈ Sも明らかで SはZのイデアルである. 故にそれは単項イデアル, S
の正の最小数 h = a0m + b0nの倍数の全体 (h)である. 特にm = 1m + 0nや n = 0m + 1n

は hの倍数であり, hはm,nの公約数であって, m,nの最大公約数 dに対して h<=dが成り
立つ. 一方 h = a0m+ b0nの構成によって hが dで割り切れることは明らかで, h>=dでもあ
り, h = dと (8.1)式とが得られる.
(b)上の (a)の証明の通り, d = h = am+ bnとなる整数 a = a0, b = b0が存在する.
(c)事柄は Lemma 7.3.(b)と同じで,以下はその別証明である. xがmと素, d = (x,m) = 1

なら (b)によって ax + bm = d = 1となる整数 a, bが存在する. 即ち ax = 1 − bm ≡ 1

(mod m)が成り立ち, a = x−1 (mod m)である. 逆に法mで xが可逆で逆数 x−1を持てば,
x−1x = 1 + bmとなる整数 bがある. 故に x−1x − bm = 1であり,最大公約数 (x,m) = 1で
なければならず, xはmと素である. ■

　整数m,nの最大公約数 d = (m,n)はユークリッドの互除法で必ず有限回の手数で求めら
れる事を我々は学んだ.84 d = am+ bnとなる整数 a, bを求めるには同じ方法で dを求め,そ
の手順を逆に辿ればよい. 特に法mでの整数の環Z/mの可逆元 x ∈ Z∗

mの逆数も,上の (c)
の証明が示す様に,この (m,x)を求める手順で得る事ができる. 計算上でユークリッドの互
除法は手続きが特に小さく,有力な数値的算出方法である. 例で見よう.

問題 8.5. 最大公約数 d = (112973, 7927) = 1である事を示し, 法 112973での 7927の逆数,
法 7927での 112973の逆数をそれぞれ求めなさい.
(解)ユークリッドの互除法を行う. まず小さい 7927で大きい 112973を割って

83これまでだけで S は加法に関する群である整数全体 Z の部分群である事がわかり,定理 4.4.の通り命題
は示されている. 以下は S が Z のイデアルである事を言うためのものである.

84下の問題 8.5.参照.
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112973 = 14 × 7927 + 1995, 112973 − 14 × 7927 = 1995,

を得る. 112973と 7927の公約数の全体を S1と置く. 第 2式によれば S1の任意の数は 1995
も割り切る. 故に S1は 7927と 1995の公約数の全体 S2に含まれてしまう. 逆に第 1式か
ら S2の任意の数, 7927と 1995の公約数, は 112973も割り切り, S2 の全体は S1に含まれ
てしまう. これは集合の等式 S1 = S2 を意味し, 特にそれらの最大のもの, 最大公約数は
同じで, (112973, 7927) = (7927, 1995)が成り立つ. 従って数のより小さい組の最大公約数
(7927, 1995)を求めればよい. この様に得られた余りでの割り算を続けて

112973 = 14 × 7927 + 1995, 7927 = 3 × 1995 + 1942,

1995 = 1 × 1942 + 53, 1942 = 36 × 53 + 34,

53 = 1 × 34 + 19, 34 = 1 × 19 + 15,

19 = 1 × 15 + 4, 15 = 3 × 4 + 3, 4 = 1 × 3 + 1.

最後の余り 1でもう 1度割り算をすれば余りは 0になる. 最大公約数 dは余り 0の直前
の余りで, この場合 1 = (112973, 7927)であり, 112973と 7927とは互いに素である; 実は
112973 = 16139 × 7, 16139と 7927は素数である. これらの割り算の等式を逆に辿って順次
記せば

d = 1 = 4 − 1 × 3 = 4 − (15 − 3 × 4) = (1 + 3) × 4 − 15

= −15 + 4 × (19 − 1 × 15) = (−1 − 4) × 15 + 4 × 19

= 4 × 19 − 5 × (34 − 19) = · · ·
= 2094 × 112973 − 29843 × 7927.

故に 2094 = 112973−1 (mod 7927), −29843 ≡ 83130 = 7927−1 (mod 112973)と逆数が
得られる. (問題 8.5.終り)

　体 F 上の 1変数 zの多項式の環 F [z]にも Lemma 8.4.と同様の重要な構造がある. 体係
数の任意の 2つの多項式の間では割る多項式より低次の余りが出るまで続ける除法が常に
可能である事に注意する.

Lemma 8.6. 任意の体 F と, F を係数とする文字 zの任意多項式m(z), n(z) ∈ F [z]を取り,
F [z]の次の部分集合 Sを定義する:

S = {a(z)m(z) + b(z)n(z)| a(z), b(z) ∈ F [z]}.
(a) m(z), n(z)の最大公約数,即ちm(z), n(z)を共に F 係数で割り切る最大次数の F [z]多項
式,85 を d(z) := (m(z), n(z))と記すと,次の集合等式が成り立つ:

S = {k(z)d(z)| k(z) ∈ F [z]}. (8.2)

即ち,集合 Sはm(z), n(z)の最大公約数 d(z)の倍数全体から成る環 F [z]のイデアルである.
(b)任意のm(z), n(z) ∈ F [z]とその最大公約数 d(z)に対して,

d(z) = a(z)m(z) + b(z)n(z)

85f(z)がm(z)を F 係数で割り切る, f(z)|m(z),なら 0ではない任意定数 c ∈ F について cf(z)|m(z)も成
り立つ;商を c−1倍に取ればよい. だから公約数或いは最大公約数の多項式としては係数 F の 0でない定数倍
の違いは無視或いは同一視する.
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の成り立つ多項式 a(z), b(z) ∈ F [z]が必ず存在する.
(c)特に任意の多項式m(z) ∈ F [z]に対し, f(z) ∈ F [z]がm(z)と素,最大公約数 (m(z), f(z))

= 1,である事と f(z)g(z) = 1 + a(z)m(z)となる「法m(z)での f(z)の逆数 g(z)」の存在と
が同値である.
(証明) (a) 集合 S ⊂ F [z]は上に定義された通りとして, S の任意の 2元 x = a(z)m(z) +

b(z)n(z), y = a′(z)m(z) + b′(z)n(z)を取る. x − y = (a − a′)m + (b − b′)n ∈ S であり,
0 = 0m(z) + 0n(z) ∈ Sも明らかで,環 F [z]の中で Sは加法に関する部分群である. また任
意の c(z) ∈ F [z]について

c(z){a(z)m(z) + b(z)n(z)} = {c(z)a(z)}m(z) + {c(z)b(z)}n(z) ∈ S

から c(z)S ⊂ Sも明らかで Sは環 F [z]のイデアルである. 定理 8.3.(b)によって Sは単項イ
デアルで, S = h(z)F [z]となるh(z) ∈ F [z]がある. 即ち任意の a(z)m(z)+b(z)n(z) ∈ Sをあ
る f(z) ∈ F [z]によって f(z)h(z)と表す事ができ,逆に任意の g(z) ∈ F [z]に対して g(z)h(z)

は必ず Sに入る. 特に g(z) = 1として h(z) ∈ Sは Sの中の最小次数 >= 0の元で Sはこの
倍数の全体である. 故にm(z) = 1m(z)+0n(z)やn(z) = 0m(z)+1n(z)は h(z)の倍数, h(z)
はm(z), n(z)の公約数であり, m(z), n(z)の最大公約数 d(z)に対して h(z)|d(z)が成り立つ.
一方 Sの元 h(z)を h(z) = a0(z)m(z) + b0(z)n(z)と表す a0(z), b0(z) ∈ F [z]は存在するから
d(z)|h(z)は明らかで, h(z)は d(z)の F 定数倍, Sは d(z)の倍数の全体である.
(b) 上の (a)の証明で見た通り, d(z) = h(z) = a(z)m(z) + b(z)n(z)となる多項式 a(z) =

a0(z), b(z) = b0(z)が存在する.
(c) f(z)が m(z)と素, d(z) = (f(z), m(z)) = 1なら (b)によって a(z)f(z) + b(z)m(z) =

d(z) = 1となる多項式 a(z), b(z) ∈ F [z]が存在し,逆に a(z)f(z) + b(z)m(z) = d(z) = 1と
なる多項式 a(z), b(z) ∈ F [z]が存在すれば f(z)とm(z)のすべての公約数,従って最大公約
数は 1の約数 1であり f(z)とm(z)とは互いに素である. a(z)f(z) + b(z)m(z) = d(z) = 1

は a(z)f(z) = 1 − b(z)m(z) ≡ 1 (mod m(z)),即ち法m(z)での f(z)の逆数としての a(z)

の存在,と同値だから命題通りである. ■

　体 F 係数の 2つの多項式m(z), n(z)が与えられた時,その最大公約数 d(z)は整数の場合
と同様にユークリッドの互除法で求められる事は明らかである. 特に上のLemma 8.6.(c)の
「法m(z)での f(z)の逆数」がある場合にそれを求めるアルゴリズムとしてユークリッド互
除法の逆算が大切な手段となる.
　遠い道のりだったが, 漸く体 F の元を係数とする多項式の因数分解の一意性を透視する
手段, Lemmas 8.4.と 8.6.との応用である次の系,に我々は達した:

Corollary 8.7. (a)整数 a, b, cについて最大公約数 (a, b) = (a, c) = 1なら, (a, bc) = 1も成り
立つ.
(b)任意の体F 係数の多項式 a(z), b(z), c(z)について最大公約数 (a(z), b(z)) = 1, (a(z), c(z))

= 1なら (a(z), b(z)c(z)) = 1である.
(証明) (a)仮定 (a, b) = (a, c) = 1から整数m,n,m′, n′があって

ma+ nb = 1, m′a+ n′c = 1

が成り立つ. 第 2式を第 1式へ入れて 1 = ma+ nb(m′a+ n′c) = {m+ (nm′b)}a+ nn′bc,故
に (a, bc) = 1でなければならない.
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(b)仮定 (a(z), b(z)) = (a(z), c(z)) = 1から F 係数多項式m(z), n(z), m′(z), n′(z)があって

m(z)a(z) + n(z)b(z) = 1, m′(z)a(z) + n′(z)c(z) = 1

が成り立つ. 第 2式を第 1式へ入れて

1 = m(z)a(z) + n(z)b(z){m′(z)a(z) + n′(z)c(z)}
= (m+ nm′b)a(z) + (nn′){b(z)c(z)}.

故に (a(z), b(z)c(z)) = 1でなければならない. ■

　上のCorollary 8.7.の重要さは強調し過ぎる事はない. 以前考えられた例,

z2 − 1 ≡ (z − 1)(z − 7) ≡ (z − 3)(z − 5) (mod 8)

を想起しよう: 係数を環R = Z/8に取ってR[z]は環である, R[z]で z − 3は z − 1も z − 7

も割り切る事はできない,それにも関わらず z − 3は積 (z − 1)(z − 7) ≡ z2 − 1を割り切る,
一般の環の世界は誠に複雑である. 対比してそのような事は,モニックな 1次式での割り算
の制限等もなく一般に,係数が体の場合には起きないとCorollary 8.7.は保証するのである.
　懸案の 1つがこれで解決する:

定理 8.8. (a)整数の素因数分解は一意である.
(b)任意の体 F 係数の 1次以上の多項式 f(z) ∈ F [z]の既約因数への分解は,体 F の 0でな
い定数倍の任意性を除いて一意である.
(証明)どちらも全く同様に証明されるから, (b)の場合で変数 zの表記を省いて簡単に書く;
以下は「F 係数多項式 f(z)」を「整数 f」と,「F 既約因数」を「素因数」とそれぞれ読み
換えれば, (我々が常識として疑った事もない)整数Zの素因数分解の一意性の証明にもその
ままなる. F 係数で f(z) = f に 2通りの既約因数分解があると仮定する:

f = aa′a′′ · · · = bb′b′′ · · · .
第 1の表現の第 1既約因数 aについて (a, f) = (a, aa′a′′ · · ·) = aである. 仮に aと b, b′, b′′ · · ·
の全てとが素だとすれば, Corollary 8.7.(a),(b)によって1 = (a, b) = (a, bb′) = (a, bb′b′′ · · ·) =

(a, f)となって矛盾である. 故に F 既約な aは同様に F 既約な b, b′, b′′, · · ·のどれか,それを
bだとする,を割り切り, F の定数倍を除いて等しい. 故に F の 0ではない定数を適当に掛け
て b = aとしてよい. 残る a′も b′, b′′, · · ·のどれかと等しくなければならない事は同様に示
される. この手続きは f のすべての F 既約 a因数について続けられ,証明が完成する. ■

　乱数問題が (有限)体係数多項式の既約因数分解問題の理解だけを求めたことは幸いだっ
た. しかし我々が殆ど気にも留めず暗黙に仮定している一般の整数Z係数多項式の既約因
数分解の一意性の証明はもうほとんど終っている. 最後の 1段の準備に立ち向かって,数学
の一般構造への入門の旅の終りしよう.

Lemma 8.9.(Gauss)文字 zの整数係数多項式 f(z)の係数の最大公約数が 1の場合, f(z)は
原始多項式であると言う.86 原始多項式 f(z), g(z)の積は原始多項式である.
(証明)原始多項式 f(z), g(z)に対して素数 pを任意に取り,積 f(z)g(z)の係数のすべてが p

で割り切れる事はない,と示す. 法 pで考えれば, f(z), g(z)は原始多項式でそれぞれの係数

86有限体GF(pn)の乗法群の生成元を根に持つZp係数既約多項式である原始多項式と同じ名前が用いられ
るが,登場する場が異なるので混乱はないだろう.
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のすべてが pで割り切れる事はないから,

f(z) ≡ ajz
j +より低次の項, g(z) ≡ bkz

k +より低次の項 (mod p)

となる法 pでの係数 aj , bk �≡ 0と次数 j, k >= 0とがあって

f(z)g(z) ≡ ajbkz
j+k +低次項 �≡ 0 (mod p)

である. 故に積 f(z)g(z)は必ず pでは割り切れない係数を持つ. ■

定理 8.10. 整数係数多項式の既約因数分解は定数倍を除いて一意である. 特に既約原始多項
式への因数分解は一意である.
(証明)有理数 (分数)の全体をQと記す. 整数係数多項式 f(z)は必ずその整数係数の最大公
約数Gで割って原始多項式にする事ができるから,はじめから f(z)は原始多項式だと仮定
する. 原始多項式 f(z)はQ係数多項式と見る事ができる. Qは体だから定理 8.8.(b)によっ
てQでの f(z)の既約因数分解はQ定数倍を除いて一意である. その分解を

f(z) =
m∏

k=1

fk(z)

と置く. ここで fk(z)はQ係数の既約多項式である. fk(z)の係数である有理数のすべての
分母の最小公倍数を Lkとすれば Lkfk(z)は整数係数多項式であり,この整数係数全体の最
大公約数をGkとして

Lkfk(z) = Gkgk(z), gk(z)は原始多項式,

となる. 勿論 fk(z)はQ係数で定数倍を除いて一意だから,その原始多項式成分 gk(z)もQ

係数で既約でありかつ原始多項式として一意である. こうして f(z)のQ既約な原始多項式
の積への一意な因数分解

Lf(z) = Gg(z), g(z) =
m∏

k=1

gk(z), L =
m∏

k=1

Lk, G =
m∏

k=1

Gk,

が得られた. Lemma 8.9.によって g(z)は原始多項式である. そうすると等式Lf(z) = Gg(z)

の左辺の係数の最大公約数は L,右辺の係数の最大公約数はGであって,これらは等しくな
ければならない. 即ち全体をL = Gで割る事ができて, Q既約,従ってZ既約な一意な因数
分解

f(z) = g(z) =
m∏

k=1

gk(z)

が成り立つ事が示された. ■

8.2. 行列表現でのM系列乱数とMT1993787

　 1つの優れた新展望を乱数の旅の最後に議論できる事は幸いである. 最近MT19937と
呼ばれる 19937次のZ2上のM系列乱数がMatsumoto-Nishimura44)によって提案された.
19937はMersenne指数であり, Matsumoto-Nishimuraはこのような高次の 100項以上を
持つZ2原始多項式 f(z)を発見し, 4バイト = 32ビット実数として 19937/32 ≈ 623次の目

87MT19937はMatsumoto-Nishimura44)による乱数発生ルーチンでMTはMersenne Twisterの略という.
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覚しい均等分布を実現し,実装では 3項漸化式の様に高速計算させる工夫を与えたのである.
方法の基本構造は複雑だがMarsaglia-Tsay14)が主として加算生成法の解析のために導入し
た行列に基づく定式化を経由すると最も容易に見通されると思われる. 今まで触れる事のな
かったこの強力な行列表現の考察の良い機会でもあるので,共に棹尾を飾るものとしよう.
　一般にZp上のn次元列ベクトルの列 {Xk| k = 0, 1, 2, · · ·}を考え,次の様に成分を記す:88

tX� = (x
(1)
k , x

(2)
k , · · · , x(n)

k ).

以下 kは専ら系列のベクトルの番号に用いる. このベクトル列の乗算合同法的な漸化式

Xk+1 = BXk, BはZp上の n× n行列, (8.3)

を考えよう. まず次の一般的な事柄に注意する:

Corollary 8.11. 任意の素数 pに対するZp上の任意のモニックな n次多項式 f(z)に対して,
Zp成分を持つ n× n行列Bでその固有多項式 |zE − B| = f(z)となるものがある.
(証明)具体的に f(z) ∈ Zpを

f(z) = zn + b1z
n−1 + b2z

n−2 + · · ·+ bn (8.4)

と置く. Lemma 6.5.の別証と同様に次の行列 (f(z)の companion matrix)を導入する:

T =




0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0

· · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0 1

−bn −bn−1 −bn−2 · · · −b2 −b1



.

この行列の固有多項式 |zE − T |を作る; Eは n× n単位行列である:

|zE − T | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z −1 0 · · · 0 0

0 z −1 · · · 0 0

0 0 z · · · 0 0

· · · · · · · ·
0 0 0 · · · z −1

bn bn−1 bn−2 · · · b2 b1 + z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

この |zE − T |の第 2列に zを,第 3列に z2を, · · ·,第 n列に zn−1を,それぞれ掛けてすべて
第 1列に加えると,

|zE − T | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z − z −1 0 · · · 0 0

z2 − z2 z −1 · · · 0 0

z3 − z3 0 z · · · 0 0

· · · · · · · ·
zn−1 − zn−1 0 0 · · · z −1

f(z) bn−1 bn−2 · · · b2 b1 + z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

この行列式の第 1列についての展開から |zE − T | = (−1)n+1f(z) × (−1)n−1 = f(z)が得ら
88我々の規約,太文字で列 (縦)ベクトルを表す, tXk は転置の行ベクトル,を思い出そう.
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れる. T は存在を示すべき行列Bの 1つである. もっと一般にはZp上の任意の n× n正則
行列 U (′), V (′)による変換B = UTV, B′ = U ′BV ′も,そして転置行列 tBも同じ固有多項式
を共有するものとして存在する. ■

　以後任意の行列Bの固有多項式を |zE −B| = fB(z)と記し,さらに fB(z)がZp上の n次
原始多項式 (8.4)となる様に n × n行列Bを取ろう; Corollary 8.11.によってこれは可能で
ある. 有名なHamilton-Cayleyの定理は次を知らせる:

定理 8.12. Zpの意味で fB(B) = 0である. 即ち Zp係数多項式 fB(z)の zに行列 Bを入れ
た n× n行列は Zpで見て成分がすべて 0の零行列である.
(証明)多種類の証明 59),60),34),61)が任意の体上の行列と固有多項式について成立するが,特に
我々には見やすいと思われるもの 59)を Zpを目的に記して紹介する. 行列式 |zE −B|の第
i, j余因子89を∆ijと記せば, ∆ijは zの n− 1次以下の多項式である. これを

∆ij(z) = c
(1)
ij z

n−1 + c
(2)
ij z

n−2 + · · ·+ c
(n−1)
ij z1 + c

(n)
ij

と記そう. 行列 zE −Bの「adjunct」D(z)を
(
D(z)

)
ij

= ∆ji(z)で定義し,それを文字 zで

展開した係数である定数行列Clを (Cl)ij = (c
(l)
ji ), 1<= l <=nで導入する:

D(z) = C1z
n−1 + C2z

n−2 + · · · + Cn−1z + Cn. (8.5)

通常の実数,複素数上の線形代数,行列式論で逆行列への関係としてよく知られる等式

(zE − B)D(z) = |zE −B|E

は和, 差と積だけで示されるから任意の環, 特に任意の体, 当然 Zpでの計算として成り立
つ.90 これと (8.5)は次の zの恒等式を与える:

fB(z)E = |zE − B|E = (zE −B)(C1z
n−1 + C2z

n−2 + · · ·+ Cn−1z + Cn)

= znC1 + zn−1(C2 −BC1) + zn−2(C3 − BC2) + · · ·+ z(Cn − BCn−1) −BCn.

体K上の行列Bに対し fB(z)の展開形が zn + b1z
n−1 + · · ·+ bn−1z + bnなら左辺は:

fB(z)E = znE + b1z
n−1E + · · ·+ bn−1zE + bnE

= znC1 + zn−1(C2 −BC1) + zn−2(C3 − BC2)+
89任意の n× n行列 A = (aij)の行列式は加減法と乗法だけで,従って任意の環 Rの成分を持つ行列上で定

義される. 第 i行と第 j列を除いた (n− 1)× (n− 1)行列の行列式に (−1)i+j を掛けたものを行列式 |A|の第
i, j余因子 cofactorと言う. これを∆ij と記すと,行列式 |A|の第 i行或いは第 j 列についての展開

|A| =
n∑

k=1

aik∆ik =
n∑

l=1

alj∆lj

が成り立つ. 環 Rは勿論体,特に Zp でもよい.
903行 3列の行列式までの知識でも,前脚注で述べた行列式の行或いは列についての展開での余因子の役割

からこれは容易に見られる. 実際 A := zE − B = (aij)と置くと,
n∑

k=1

aik∆jk =
(

(zE − B)C
)

ij

は行列式 |A| = |zE−B|の第 j行を (ai1 ai2 · · · ain)で,つまり行列式の第 i行で置き換えた行列式の第 j行に関
する展開計算である. i = jならこれは行列式 |A| = |zE−B|そのものの展開だから iに関係なくすべて同じ数
|zE−B|になり, i �= jなら「iと j行が同一である行列式」の展開として常に 0,故に (zE−B)C = |zE−B|E
が成り立つ.
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· · ·+ z(Cn − BCn−1) − BCn. (8.6)

行列成分毎に見て (8.6)は K[z]の多項式の恒等式であり, zのすべての次数の係数は左右両
辺で等しくなければならない.91 故に (8.6)の左右の zの各次数の係数行列は成分毎に,従っ
て行列として等しく,次が成り立つ:

E = C1,

b1E = C2 −BC1,

b2E = C3 −BC2,

· · · · · · · · · · · · · · ·
bn−2E = Cn−1 − BCn−2,

bn−1E = Cn − BCn−1,

bnE = −BCn.

これらの上から順にそれぞれ行列Bn, Bn−1, · · · , B2, B1, B0 = Eを左から (実はどちらから
でもよいのだが)掛けて足し合わせると, (8.6)の zに行列Bを入れた式が作られる:

fB(B) = Bn + b1B
n−1 + b2B

n−2 + · · ·+ bn−1B + bnE

= BnC1 + (Bn−1C2 − BnC1) + (Bn−2C3 − Bn−1C2) + · · ·
+(B2Cn−1 −B3Cn−2) + (BCn −B2Cn−1) − BCn.

明らかにこの右辺はすべて打ち消しあって 0行列である. ■

　 fB(z)がZp上の n次原始多項式 (8.4)となる様に (Corollary 8.11.)行列Bを取ろう. この
時 fB(z)はZp内の根 0を持つ事はできないから |B| = fB(0) �≡ 0 (mod p)で行列Bは正
則である. これは漸化式 (8.3)が逆行可能である, Xk−1 = B−1Xkとなる事を意味する. また
漸化式 (8.3)と定理 8.12.から

BlXk = Xk+l, fB(B)Xk = 0

も成り立つ. 上の第 2式は (8.4)によってベクトルXkの線形漸化式

Xk+n + b1Xk+n−1 + b2Xk+n−2 + · · ·+ bnXk = 0 (8.7)

であり,その特性多項式はn次原始多項式 fB(z)だから,ベクトルXkの第 i行成分が作る系
列 {x(i)

k | k = 0, 1, 2, · · ·}は 0系列でなければM系列である.

91多項式f(z) = a0z
n+a1z

n−1+· · ·+an ∈ K[z]の恒等式f(z) = 0を考える; f(z) = g(z)ならf(z)−g(z) = 0
を取ればよい. 恒等式の z に K の異なる n + 1個の値 {z0, z1, · · · , zn}を代入すれば {a0, a1, · · · , an}に対す
る次の同次連立 1次方程式を得る:

a0z0
n + a1z0

n−1 + · · · + an = 0,

a0z1
n + a1z1

n−1 + · · · + an = 0,
· · · · · · · · · · · · · · · · ·

a0zn
n + a1zn

n−1 + · · · + an = 0.

この係数行列式は n +1次の Vandermonde行列式D(z0, z1, · · · , zn)で K の互いに異なる {z0, z1, · · · , zn}の
差の積であり, 0ではない. 故にこの連立 1次方程式の解 {a0, a1, · · · , an}はただ 1組,すべて 0の trivialな解
だけを持つ. K が有限体 Zp で標数 pが小さくて n + 1個の異なる {z0, z1, · · · , zn}を取れなくても, Zp の拡
大体 GF(pk)を適当な拡大次数 kで考えてそこで {z0, z1, · · · , zn}を選べるから同じ結論が成立する.
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　上に導入された行列表現でもその遷移行列Bを (8.4)式の下の行列 T のような形に選ん
だ場合には,ベクトルを成分で書き表せば容易に見える様に,漸化式Xk+1 = TXkで定義さ
れる系列は単一のM系列の第 k成分から始まる n連を n次元列ベクトルXkとみなす定式
化に当たる. 遷移行列Bの選択は同一の固有多項式にも T 以外に上に見た通り多くあるか
らこの描像は一般には成り立たない. しかしXkの成分 (行)番号を固定すれば同一のM系
列漸化式に従うのだから, 正則遷移行列Bに基づく系列Xk = BkX0は以前第 6章で見た
連結M系列乱数を一般に表している. ベクトル系列が初期ベクトルX0だけで定まる事は
Fushimi-Tezukaの定理の条件を満たす様な出発ベクトルの組の選択に苦労した目からは異
質に見えるが,実はこれら出発ベクトルの様相は正則行列Bの姿に反映しており,正則遷移
行列による定式化のそれぞれは連結M系列乱数のうちで Fushimi-Tezukaの定理の条件を
満たすものそれぞれと 1対 1に対応している. これは後に明確に見られる. Marsaglia-Tsay
が行列による定式化で示した関係は次にまとめられる:

定理 8.13. Zp上の n次元ベクトルの空間を Vn := Zp
nと記し,それから零ベクトルを除い

たものを Vn
∗とする. Zp成分の n× n正則行列Bについて次の (a)-(d)は同値である:

(a)固有多項式 fB(z)がZp上の n次原始多項式である.
(b)出発ベクトルXk = X0を Vn

∗のどの元に取っても,ベクトル系列 {Xk = BkX0| k =

0, 1, 2, · · · , pn − 1}は周期 pn − 1で Vn
∗のすべてのベクトルを 1度ずつ遍歴する.92

(c)体Zp上で正則 n× n行列の全体は行列積に関して (一般に非可換な)群,一般線形群
GL(n,Zp)を作る. その中で行列Bの生成する行列巡回 (部分)群 {B1, B2, · · · , Bk,

· · ·}はベクトル空間 Vn上に可移 transitiveに作用する. 即ち任意の 2ベクトルX,Y

∈ Vn
∗に対してBiX ≡ Y となる整数 iが存在する.

(d)行列巡回群 {B1, B2, · · · , Bk, · · ·}は (最大)位数 pn − 1を持つ. 即ち

Bpn−1 = Eであり, 1 <= k＜ pn − 1ではBk �≡ E (mod p)である.

(証明) [(a)から (b)] (a)を仮定すると, 上に見た様に, 任意の出発ベクトルX0に対してベ
クトル系列 {BkX0| k = 0, 1, 2, · · ·}の各行成分は Zp 上の n次M系列の線形漸化式に従
う. 出発ベクトルX0を Vn

∗から選べば, まず第 1にXk = BkX0はすべての番号 kでも
零ベクトルになれない.93 そしてX0については, それが必ず持つ 0ではない行成分, それ
を第 i列成分 x

(i)
0 としよう, から出発する系列 {x(i)

k | k = 0, 1, 2, · · ·}は 0系列ではない n次
ZpM系列で周期は pn − 1である. ベクトル系列の (一般)周期は各成分の系列の (一般)周
期の公倍数以外はあり得ない. だから Vn

∗の任意の出発ベクトルX0に対するベクトル系列
{Xk| k = 0, 1, 2, · · ·}の一般周期,特にその正の最小値である周期T は必ず不等式T >= pn−1

を満たす. しかもベクトルの 1段漸化式Xk+1 = BXkは同一のベクトルが実現すればそれ
からは繰り返し,と制限するから,どんな初期ベクトルX0 ∈ V ∗から出発してもベクトル系
列 {Xk| k = 0, 1, 2, · · ·}は pn − 1個以上の異なった Vn

∗のベクトルを経由しなければなら
ない. しかし Vn

∗のベクトルの総数が pn − 1なのだから, ベクトル系列の周期は pn − 1以
外はあり得ないし, 脚注に記した様にXkのどの成分系列も 0系列ではないM系列でなけ

92従ってXkのすべての成分系列はすべて (同一漸化式に従う)0系列ではないM系列である. またこのベク
トル系列の出現順は遷移行列 B で定まって本質的に一意で,初期ベクトルX0 の選択はその出発位置を変え
るだけである.

93もしXk = 0なら,行列 B は可逆だから, X0 = B−k0 = 0で仮定X0 ∈ Vn
∗ に矛盾する.
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ればならない. またこのベクトルM系列での各ベクトルの出現順が一意である事は漸化式
Xk+1 = BXkから明らかである.
[(b) から (c)] (b) によって X0 ∈ Vn

∗ を 1 つ固定すると, 任意の X,Y ∈ Vn
∗ に X =

BkX0, Y = BlX0 となる整数 k, l が定まる. 故に Y = Bl−kBkX0 = Bl−kX であり,
題意の整数 i = l − kが必ず存在する.
[(c)から (d)]行列Bの位数h＜ pn−1と仮定して (c)と矛盾する事を導き, (d)でなければ (c)
が成り立たない,即ち対偶として (c)ならば (d)が成り立つ事を導く (背理法). h＜ pn − 1な
ら (行列Bが生成する巡回部分群がX0に作用して作る)ベクトルの集合 (軌道)S := {Xk =

BkX0| k = 1, · · · , h}は Vn
∗の真の部分集合になり, 任意の Y ∈ Vn

∗ − S を任意に取れば
Y = BkX0となる番号 kは存在せず (c)が成り立たない. 故に (c)ならば (d)が成り立つ.
[(d)から (a)] Marsaglia-Tsayの議論を紹介する. 行列Bの位数が pn −1で (d)が成り立つと
して巡回群で一般に見た様にB1, · · · , Bpn−1 = EはZpですべて異なる事を記憶する. 行列
BのZp係数の多項式の全体を P と置く; P には行列としてはBの羃とそれらの和しか含
まれないからすべて可換で, P はZp係数の文字 zの多項式の全体の環Zp[z]と同じ (同型)
である. Zp[z]で行った様に最小多項式 φ(B), φ(B) ≡ 0 (零行列)となる最小次数mのもの,
を考える. φ(B)は勿論Zp既約である. Zp係数の任意多項式 g(z)を φ(z)で割って

g(z) = q(z)φ(z) + r(z), q(z)は商, r(z)は余りで次数がmより小,

とすれば, φ(B) ≡ 0(零行列)だから g(B) ≡ r(B) (mod p)である. 故に行列BのZp係数
多項式の全体 Pは法 (p, φ(z))での整数係数多項式の全体と同じ (同型)で,その元で異なる
ものの総数は

m− 1次以下の多項式のZp係数のすべての取り方の総数 = pm

である. (d)の仮定からB,B2, · · · , Bpn−1 = Eそして零行列は法 (p, φ(B))で考えてもすべて
異なり,全体として pn個あるから n <= mでなければならない. 一方Hamilton-Cayleyの定
理は fB(B) ≡ 0(零行列)を保証し, fB(B)は最小多項式φ(B)で割り切れるからm <= nであ
る. これからm = nが確定し, fB(B)はφ(B)の定数倍,共にモニックだからφ(B) = fB(B)で
ある. 言い換えるとfB(z)はZp既約で, zh ≡ 1 (mod p, fB(z))となる最小のhはh = pn−1

である. 故に fB(z)はZp上の n次原始多項式である. ■

　上の (d)→(a)の証明を見た機会に,後のための注意を記す.

Corollary 8.14. Zp上の n× n行列Bの固有多項式 fB(z)は n次Zp原始多項式で, Zp上の
n次元ベクトルX0は 0連ではない (Vn

∗に属す)任意のものとする.
(a)系列{Xk := BkX0| k = 0, 1, 2, · · ·}の相続くnベクトル{Xk,Xk+1,Xk+2, · · · ,Xk+n−1}
は番号 kに関係なく 1次独立である.
(b)行列表現Xk+1 = BXkで定義されるベクトル系列 {Xk| k = 0, 1, 2, · · ·}の成分M系列
の全体は, 連結M系列としては Fushimi-Tezukaの定理の要件を満たすクラスに属してい
る.
(証明) (a)ある番号 kに対する相続くm個 {Xk,Xk+1,Xk+2, · · · ,Xk+m−1}の 1次従属関係

c0Xk + c1Xk+1 + · · ·+ cm−1Xk+m−1 = 0
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を考える. Xk+j := Bk+jX0だから上は

g(B)Xk = Bkg(B)X0 = 0, g(z) = c0z
0 + c1z

1 + · · · + cm−1z
m−1,

を意味し,正則行列Bkの逆行列を掛けて g(B)X0 = 0でなければならず, g(B)Xk = 0がす
べての kで成り立つ. ベクトルXkは Vn

∗の全ベクトルを巡回するから, これは g(B) = 零
行列を意味して g(B)はBのZp係数の最小多項式 fB(B)で割り切れる. fB(B)は n次だか
ら g(B)の次数m− 1はm− 1>=n, m>=n + 1を満たす. 故にm<=nの 1次従属関係はどの
番号 kでもあり得ない.
(b) Xkの成分系列がすべて 0系列ではないM系列で同一漸化式に従う事,連結M系列であ
る事, は定理 8.13.(a)→(b)の証明で触れた. 上の (a)によってこの連結M系列は Fushimi-
Tezukaの定理の要件を (初期ベクトルX0さえ 0ベクトルではない様に選べば)満たしてい
る. ■

　上の (b)の逆の事柄, Fushimi-Tezukaの定理の条件を満たす連結M系列が適当な正則行
列Bに基づく行列漸化式表現を持つ事は後に触れられる.
　Marsaglia-Tsayは上の定理 8.13.(d)を原始性の判定に用いる事を提案した. Bが例えば
500以上の大きい次元を持つ行列の時,特にMT19937の n = 19937の様に巨大な行列であ
る場合にはこれは実際的ではないが, Matsumoto-Nishimura44)は次の簡明な判定法を提案
し実際に用いた:

定理 8.15. Zp成分 n× n正則行列Bについて,次の (a)と (e)は同値である:
(a)行列Bの固有多項式 fB(z)はZp上の n次原始多項式である.
(e)ベクトル系列 {Xk = BkX0| k = 1, 2, · · ·}の成分系列の中に周期 pn − 1のZpM系列
が 1つ存在する.

(証明)定理 8.13.の証明でも見た通り, (a)はベクトル系列のすべての成分系列はM系列であ
る事を保証し, (a)→(e)が成り立つ. 逆に (e)の成立を仮定する. ベクトル系列の周期はその
各成分系列の周期の公倍数である. 故に第 i成分がM系列ならベクトル系列の周期は pn − 1

の倍数である. また漸化式Xk+1 = BXkとBの正則性から,系列に 0ベクトルは含まれて
はならず,同じベクトルが出現すればそこからは同じベクトル系列の繰返しだから 1周期に
はすべて異なる 0ベクトルではないベクトルを経由しなければならず, (e)はXkが Vn

∗の異
なる pn − 1の倍数個のベクトルを経由する事を要求する. pn − 1は Vn

∗の異なるベクトルの
総数だから,ベクトル系列の周期は実際 pn − 1であり,定理 8.13.(b)が,従って (a)も成立し,
実はベクトル系列のすべての成分はM系列である. ■

　今やMT19937構造の理解は容易である. Matsumoto-Nishimuraの戦略は素数 p = 2の
特殊性を利用した漸化式次数nの指定,漸化式構造の簡素化等,現段階で極限的な多くの精巧
な工夫で成り立つが,基本は上の定理のベクトル系列 {Xk = BkX0| k = 0, 1, 2, · · · , pn − 1}
から適当な長さの部分を切り取って乱数として用いる構造にある. 即ち, 固有多項式 fB(z)

が Z2上の n次原始多項式になる Z2成分のある特殊な形の n × n行列 Bと Zp上で零ベ
クトルではない任意の出発ベクトル (n連)X0とを取る. 得られる n次元ベクトルM系列
{Xk = BkX0| k = 0, 1, 2, · · ·}は, Bの特殊形から,次数mの小ベクトルxkの d個と半端な
次数のベクトルに (スペースの節約のため行ベクトルで書いて)次の形に切り分ける事がで
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きる:

tX� = (· · · , txk−d+1,
txk−d+2, · · · , txk), d := [n/m], [a]は a > 0の整数部分.

この先頭の · · ·の成分は txk−d の前半部のm′ = n−md次元の部分からなり,94 切り分けを
含むXkの全体は「欠いた配列」と呼ばれている.53)これから例えばm「ビット」の「一様
乱数列」は {xk| k = 0, 1, 2, · · ·}を 2進m桁の小数と見做して,即ち 2進整数 xkを整数 2m

で割って, 得る事ができる.95 Fushimi-Tezukaの定理 6.7., 特に (6.24)式の行列の行成分と
比べれば直ちにわかる様に,行ベクトル tXk,

tXk+1, · · · , tXk+n−1がCorollary 8.14.によっ
て 1次独立である事はまさしくこれら小ベクトル {xk| k = 0, 1, 2, · · ·}が d次均等分布を持
つ事と同値である.96 従って行列Bの固有多項式 fB(z)がZ2上の n次原始多項式である,と
示す事さえできれば, MT19937の生成するM系列乱数は最大次数 d = [n/m]の均等分布を
(Zp上の出発ベクトルX0 �≡ 0の任意の選択で)自動的に保証される.
　漸化式の特性多項式 fB(z)が原始多項式である事は

z219937 ≡ z (mod 2, fB(z))

を確かめて示されるが, zの 2乗の19937回の繰返しの計算ではこれには現在の大きなコンピ
ュータでも数年掛かるという. Matsumoto-Nishimuraの多くの素晴らしい工夫のうちの2つ
は,定理 8.15.の利用,線形漸化式の解ベクトルのある第 i成分の作る系列{x(i)

k | k = 0, 1, 2, · · ·}
の周期が 219937 − 1である,と示す事を選び,彼らの漸化式の選択が可能にするその大きな高
速計算方法を与えた所にある. 即ちまず nをメルセンヌ指数 19937に取り周期 219937 − 1を
素数に設定したので, Corollary 7.6.(c)により系列の途中の値に注意する必要なく

x219937 ≡ x1 (mod 2) (8.8)

だけを示せばよい. さらにMatsumoto-Nishimuraの遷移行列Bは 100項以上を持つ漸化
式に対応するが,ベクトル形で 3項漸化式に類似の形にまとめられ,それに基づく fB(z)の
原始性の証明は 1 <= j <= 19937の jに対する {x2j | j = 1, 2, · · ·}の算出の 1週間程度の計算
機稼働で可能だったと 1998年の段階 44)で報告されている.
　 4バイト = 32ビット乱数として原理的に保証された [19937/32] = 623次均等分布性は誠
に素晴らしい. 乱数の性質改善のため付加されたいくつかの手だて 53)も考えれば,広く一般
に使用の公開された 44),53)このMT19937は現在我々が使用可能な最も優れた一様乱数ルー
チンと言えよう.

8.3. おわりに

　乗算合同法, M系列法,加算生成法など乱数生成の構造原理を求める船旅も終った. 各方法
94Matsumoto-Nishimura44) のMT19937での選択は n = 19937, m = 32, d = 623, m′ = 1である.
95MT19937ではベクトル xk にさらに定m × m行列を掛けたものを出力ベクトルとしている.
96Marsaglia-Tsayの行列表現の眼目は連結M系列乱数での出発ベクトルに対する Fushimi-Tezukaの条件

の考察の必要を除く所にあるが,上に見た様に, M系列乱数構造での Fushimi-Tezukaの定理が与える規制は
大変 far-reachingで,群の構造でのラグランジュの定理の姿を思わせる所がある. 最も豊かな結果を得る道は,
多分,一方の表現だけに頼らない自由な使い分けにあるのだろう. 後の p.161とその脚注 95参照.
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の素晴らしい着想や可能性と共に,直面した多くの厳しい限界には失望もあったが,新しい
展望にも勇気付けられた事は喜びである. 数理構造としての岩礁や原理的限界は動かし難い
から嘆くには当らず迂回の一手であり, 人間の側にできるのは解析理解をさらに深める事,
そして「計算可能性」の厳しい限界を (コンピュータが何千何万倍も高速になるのを待つの
ではなく)新しい原理や方法を見出して乗り越える事である,と自らを励ますべきだろうか.
　一般的に回顧すれば,一様独立乱数列の様に「見える」と言っても 10個以上の相続く数列
がそれを実現する事さえどんなに難しいか,それを越えて例えば 100個の乱数が独立と見え
る様にするのが数値計算的にどれほど高価になり得るか,を知らされた. 現在開かれた 623
次の均等分布の原理的保証の貴重さ大切さは明らかである. 歴史を振り返れば,しかし,間を
置かずにこの限界さえも窮屈と感じる応用は現れるだろうし,対応して乱数生成方式の発展
もコンピュータの速度の増大と共に迫られようが. ただどのようなルーチンにも道具にも機
能的限界は常にある.
　大切なのはそれら限界内でいかに使いこなすかの工夫だと思われる. 乱数生成機構も物理
工学的シミュレーションも論評する立場にはないから,ここではKnuth2),52)に記されている
通り,どんな擬似乱数でもその欠点を暴くテストは必ず存在する事にだけ注意する. 例えば
生成方法を典型的に xk+1 = f(xk)とすれば,テスト系列 yk+1 := xk+1 − f(xk)はランダムで
もなんでもない {0, 0, 0, · · ·}になって xk+1と xkが独立な場合とは掛け離れる. 或いは連結
M系列乱数でもMarsaglia-Tsayの行列表現についても

B (Xk Xk+1 · · · Xk+n−1) = (Xk+1 Xk+2 · · · Xk+n)

がすべての番号 kで成り立つ事,従って n × n行列Mk := (Xk Xk+1 · · · Xk+n−1)とMk+1

とを知れば乱数発生方式を遷移行列B = Mk+1Mk
−1で特定できる事,は容易にわかる;97 テ

スト系列Mk+1Mk
−1を調べれば,たとえ何次の均等分布を持とうと,独立乱数列とは掛け離

れた定行列Bになってしまう. だからこれらによってランダムではない,と棄却する事もで
きるがこれは苛酷に過ぎるし, (擬似)乱数列の正しい使用方法ではない. 非常な高純度の試
薬,超高価高精度の装置を用いないと正しい結果が得られない実験も大切だが,程々の精度
の材料,機器から精度の高い結果を robustに得る実験の工夫の価値は大きく,それが擬似乱
数を用いる応用には求められているのではないだろうか.
　また,今迄の乱数事情を考えると,乱数専門家からは乱数生成機構自体の,そして利点と欠
点の分かりやすい速やかな周知が強く望まれる. それによって利用する側も擬似乱数にでき
る事,できない事をより早く深く理解し, 欠点を巧みに避ける実験努力, 工夫が可能になる.
いつの時代でも高精度乱数は数値計算としては大変高価であり,実験予算は限られているし,
乱数生成方式自体も開発者と使用者の実効ある相互作用によって最も大きく育つだろうか
ら.

　一様乱数生成の理論と実際に関しては Tezuka55)の教科書がこの先にある. 殆ど数の幾何
学から始まる高度な内容だが, M系列を基礎体であるZpの中だけを動くものに限らず,そ
の n次拡大体であるK = GF(pn)の任意の生成元に基づく謂わば乗算合同法の拡張として
統一的に捉え, Kの乗法群K∗全体を動く系列 {xk}として得られる出力乱数構造について

97従って Fushimi-Tezukaの条件を満たす連結M系列とMarsaglia-Tsayの行列表現とは同値である. また
暗号理論的には Fushimi-Tezukaの条件を満たす連結M系列乱数の「解読」は容易である.8),9)
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の理論的透視, 特に高精度乱数を目指す場合選ぶべき漸化式の項数,98 コンピュータ上の暗
号理論 7),8),9)で問題となる「暗号理論的に安全な」乱数,或いは非線型漸化式即ち有限体の
置換多項式 56)を用いるものや漸化式前項の Zpでの逆数を用いる inversive methodその
他,99 さらに我々が単に直観的に考えた乱数系列の精度をどの様に定量的に定義し検定する
か, 結果はどの様になるか, 2つ以上の乱数を組合わせるとその精度がどの様に向上できる
か等,多くの専門的情報を与えている. 著者達が開発して性質を詳しく調べた

複数のM系列乱数の exclusive-orを取って相互に shuffleした乱数列

の高性能も実際使用からは注目される.
　この機会に紹介すると, 2つ以上の乱数列を交ぜ合わせて或いは一方で他方を shuffleし
てよりよい性能の乱数を目指す事は自然だが,それは検定を経ないと危険であるとも注意さ
れる. これについては専門家による評論 review, L’Ecuyer57), Niederreiter58)等もぜひ参照
して頂きたい. L’Ecuyerには 2つ以上の乱数を混ぜ合わせて検定もせずによい性能だろう
と考えて使う事は,ある人の言として,

better the unknown than the devil we know
「知らない方が知っている悪魔よりはまし」

と考える態度だ,と記され,さらにNiederreiterの指摘,例えば乱数系列{xk, yk}のexclusive-
orを取って zk := xk ⊕ ykを作れば (いつも)性質が良くなる,と考えるのはおかしい,なぜな
らそれが正しければ同じ議論で xk = yk ⊕ zkが {zk}より性質が良いと言えようから,も付
記されている. 教訓は,「直感や思い付きで良かろうと考えて作っても乱数の良さは検定し
ない事にはわからない」,に尽きる.
　これらすべての事柄について,乱数に限らない計算理論や関連する数論等多くの事柄につ
いて,今やクヌース 2)が参照すべき第 1の重要な参考書である. まえおきでも触れたように,
我々の旅は実際この教科書を読む困難をなくすためだったし,現時点ではそれはまた伏見 4),
L’Ecuyer57), Niederreiter58), Tezuka55)そして松本 53)への容易な導入を目指していたとも言
える. これらの理解の上にさらに優れた応用が開かれる事を願う. このクヌースの優れた教
科書は最近改訂された. ぜひ原書 52)も繙いて頂きたい.

　またこの終点は現在の多くの代数学の教科書の出発点である. 有限体だけに限れば大変詳
しい成書 56)も存在する. 我々のこの随分長い彷徨が「どうしてこんな抽象的な議論をする
のだろう」という数学,特に代数学を学ぶ際の最初の大きな barrierの低減,必要性への透視
や興味の喚起にも役立つなら幸いこの上ない.

98さらに根源的に言えば, 3項漸化式と限らない最良の漸化式形の選択と共に連結M系列乱数の出発ベクト
ルの選択も,困難は大きいが,考えなければならないと思われる.45)

99これらは計算的には負荷が大きく最速ではないだろうしシミュレーションのための長周期の生成は容易
ではないかもしれないが,スペクトル検定で言う格子構造は存在しない.
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付録A: T-及びLP-型乱数の不均等分布

　我々は伏見 46)が示し,第 6章で再確認した「T型系列と LP型系列の相反性」から両方式
が美点も欠点も共有すると知った. 連結M系列乱数として Tausworthe乱数系列一般が理
論的に可能な均等分布の性質を実現するとは限らない事は, Tootill et al.47)が既に 1971年
に文献 10)の証明論理の不備として指摘し,また同じ方式で均等分布を確保するある判別法
を記した. この事情は Fushimi and Tezuka12)にも「Tausworthe系列は,もしパラメータ
が適当に選ばれれば,均等分布をする」,と婉曲に指摘されている所である. これらの記述
だけでは状況の理解は難しいから, T及び LP系列が共に,一般には理論的に可能な均等分
布の性質を持たない事を明確にし,伏見-手塚の定理の重要さを得心しよう. 幸いにしてそ
れは簡単な例で可能である.
　伏見-手塚の論文 12)の大変見やすい例を引用する. Z2係数の 6次多項式

f(z) = z6 + z3 + 1 (A1)

は原始多項式である. 即ち f(z) = 0を特性方程式とする線形漸化式

xk = xk−3 + xk−6 (mod 2) (A2)

の解は,「すべて 0」ではない任意の出発 6連 {x0, x1, · · · .x4, x5}に対して理論的に最長の
周期 26 − 1 = 63を与える. 証明は簡単で,実際出発 6連として識別しやすい {1, 1, 1, 1, 1, 1}
を取って線形漸化式の解を計算すれば (手でも容易だし,パソコンならもっと簡単きれいに
打ち出し印刷させる事ができるが):

x \ j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

xj 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

x10+j 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0

x20+j 0 1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1

x30+j 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1

x40+j 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0

x50+j 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1

x60+j 0 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0

x70+j 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0

(A3)

確かに, 1ばかりの 6連は x63から x68に始めて再登場するから,漸化式系列の 1周期分は x0

から x62であり,周期は 63である.
　このM系列をm = 3連結して T型系列を作る. M系列の周期 63 = 32 × 7は 10とは素だ
から, s = 10を取った

uk := x10kx10k+1x10k+2, k = 0, 1, 2, · · · , (A4)

は確かに T型系列である. 我々は 1周期にわたる分布の均等性だけを議論したいのだから
一様乱数目的の実用は無視して, ukを整数と考え 23 = 8個の値

(000)(2) = 0, (001)(2) = 1, (010)(2) = 2, (011)(2) = 3,

(100)(2) = 4, (101)(2) = 5, (110)(2) = 6, (111)(2) = 7
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で分類される抽象的な系列と見て十分である. 系列 {uk| k = 0, 1, 2, · · · 7}は kを法 63で考
え,上の表 (A3)の相続く 3つの項に当てはめて列方向に (番号で 10跳びに)読み取りながら
進んで容易に得られる. 結果をまとめると次の通り:

u0 1 1 1

u1 0 1 0

u2 0 1 0

u3 0 1 0

u4 1 0 0

u5 1 0 1

u6 0 1 0

u7 0 0 0

u8 1 0 0

u9 1 1 1

u10 1 0 0

u11 0 1 1

u12 1 0 1

u13 1 1 0

u14 0 0 1

u15 0 0 1

u16 0 1 1

u17 0 1 1

u18 0 0 1

u19 1 1 1

u20 1 0 0

u21 1 0 1

u22 1 0 0

u23 0 0 1

u24 0 1 1

u25 1 0 1

u26 0 0 0

u27 0 0 0

u28 1 1 0

u29 0 0 1

u30 1 1 1

u31 0 1 0

u32 1 0 0

u33 0 1 1

u34 0 1 1

u35 1 1 1

u36 1 1 0

u37 0 1 1

u38 1 1 1

u39 0 0 0

u40 0 1 0

u41 0 0 0

u42 0 1 0

u43 1 1 0

u44 0 1 1

u45 0 0 1

u46 0 0 1

u47 1 0 1

u48 0 1 0

u49 1 1 0

u50 1 0 1

u51 0 0 0

u52 1 1 0

u53 1 1 1

u54 1 1 0

u55 1 0 1

u56 1 1 0

u57 1 1 1

u58 0 0 0

u59 1 0 0

u60 0 0 1

u61 1 0 1

u62 1 0 0

u63 1 1 1

u64 0 1 0

これの相続く対 {(uk, uk+1)| k = 0, 1, · · · , 62}が作る平面の点を可能な値の 82 = 64個の升
目へ集計する事は,少々時間はかかるが全く容易である:

7 2 2 2 2

6 2 2 2 2

5 2 2 2 2

4 2 2 2 2

3 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 2 2 2 2

0 1 2 2 2

uk+1/uk 0 1 2 3 4 5 6 7

これはm = 3ビット (乱数)系列 {uk| k = 0, 1, 2, · · ·}が n/m = 2次均等分布,例えば今の場
合 uk �= 0が出たあと uk+1として {0, 1, 2, · · · , 7}がすべて 1度ずつ出るが uk = 0の後では
uk+1 = 0だけは出ない,という性質,を満していないと証明している. T型系列は一般に理
論的に可能な n/m次の均等分布はしない. 従って LP系列も同様である.
　 Tootill et al.47)の指摘した事は,この例に限定して言えば, T型m = 3連結M系列乱数
{uk| k = 0, 1, 2, · · ·}が上の通り n/m = 2次均等分布をしないという判定100と,今一つ, T型
m′ = 2連結乱数列 {vk := x10kx10k+1| k = 0, 1, 2, · · ·}を選べば n/m′ = 6/2 = 3次均等分布
を得るだろう,という判定101とである. この後者の結論の正しさは {vj}を

vk = (00)2 = 0, (01)2 = 1, (10)2 = 2, (11)2 = 3

100それは sm = 30が周期 26 − 1 = 63と素ではないから,である.
101それは sm′ = 20が周期 63と素である事に基づく.
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の 4つの値を取る系列,但し番号 kは法 63で考える,と見て表 (A3)から読み取り, 3次元の
プロットは手では無理だから相続く 3連系列

{(vk, vk+1, vk+2)| k = 0, 1, 2, · · · , 62}

が 0, 1, 2, 3の 4値 3連のあらゆる可能な組み合わせ,具体的に記せば

(0, 0, 0) (0, 0, 1) (0, 0, 2) (0, 0, 3) (0, 1, 0) (0, 1, 1) (0, 1, 2) (0, 1, 3)

(0, 2, 0) (0, 2, 1) (0, 2, 2) (0, 2, 3) (0, 3, 0) (0, 3, 1) (0, 3, 2) (0, 3, 3)

(1, 0, 0) (1, 0, 1) (1, 0, 2) (1, 0, 3) (1, 1, 0) (1, 1, 1) (1, 1, 2) (1, 1, 3)

(1, 2, 0) (1, 2, 1) (1, 2, 2) (1, 2, 3) (1, 3, 0) (1, 3, 1) (1, 3, 2) (1, 3, 3)

(2, 0, 0) (2, 0, 1) (2, 0, 2) (2, 0, 3) (2, 1, 0) (2, 1, 1) (2, 1, 2) (2, 1, 3)

(2, 2, 0) (2, 2, 1) (2, 2, 2) (2, 2, 3) (2, 3, 0) (2, 3, 1) (2, 3, 2) (2, 3, 3)

(3, 0, 0) (3, 0, 1) (3, 0, 2) (3, 0, 3) (3, 1, 0) (3, 1, 1) (3, 1, 2) (3, 1, 3)

(3, 2, 0) (3, 2, 1) (3, 2, 2) (3, 2, 3) (3, 3, 0) (3, 3, 1) (3, 3, 2) (3, 3, 3)

の 43 = 82 = 64個から 0連 (0, 0, 0)は除いた 63個を 1度ずつ取る事を,例えば上の 64個の
組み合わせを (vk, vk+1, vk+2)の実現と共に消去して,確認すれば容易に確かめられる. 少し
時間はかかるが,丁度手頃な演習問題である. 手で試みて確認し,この様に文献 47)では均等
分布の十分条件は得られていたが,必要十分の完全な判定には伏見-手塚の定理を待たなけ
ればならなかった状況を実感了解して頂きたい.
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付録B.一般の線形漸化式の周期
　乱数生成方式として見ると,素数の法 pでの n次Ｍ系列法は整数係数の n次線形漸化式

xk ≡ b1xk−1 + b2xk−2 + · · · + bnxk−n, bn �≡ 0 (mod p) (5.1)

の利用の特殊な一例だった. その特殊性は (5.1)に付随する決定方程式或いは特性 (固有)方
程式

f(z) = zn − b1z
n−1 − b2z

n−2 − · · · − bn−1z
1 − bn = 0 (5.2’)

がZpで既約で,さらにZpの n次拡大体GF(pn)の乗法群K∗ = GF(pn) − {0}の生成元を
根に持つ n次原始多項式である,という所にあった. Zp既約多項式 (一般に任意の有限体係
数の既約多項式でも同じ)の特性根 {a1, a2, · · · , an}は個数十分で,線形漸化式の一般解はこ
れらによる

xk = c1(a1)
k + c2(a2)

k + · · ·+ cn(an)k (5.3)

の表現を任意の初期条件 {x0, x1, · · · , xn−1}に対して常に持った. 特性根 {a1, a2, · · · , an}は
共通の位数 h(hは pn − 1を割り切る, h|pn − 1)を持ち, f(z)の指数とも呼ばれ, 0連を除く
すべての初期値 {x0, x1, · · · , xn−1}に対して (5.1)の解系列 {xk}に同じ周期 hを与えた.
　数理構造としてもっと一般の線形漸化式ではどうなるか,は自然な疑問である. 結論的に
は,特性多項式がZp既約ではない線形漸化式の解の周期の姿は外見的には非常にややこし
い. 例えば周期が理論的な最長の pn − 1にはならないのは当然として,初期条件によってこ
の解の周期が一般に変ってしまう. 長くもない周期の上に初期条件への複雑な配慮を必要
とする乱数ルーチンでは明らかに実用には適さない. しかしどうしてそうなのか,を考える
事は有限体だけの議論を越えて,多項式 (環)による問題の拡張定式化の必然と力強さとを
理解し,理論全体の構造のよりよい見通しを得る道でもある. もはやその議論は難しくはな
いのだから,この付録で演習形式も交えて是非触れておこう.
　再び pは素数を表すとする. Zp係数の n次特性多項式 f(z)がZp可約で,モニックな F

既約多項式への因数分解

f(z) = g(z)h(z) · · · (B1)

を持つがこれらZp既約因数に重複がない, f(z)が square-freeである,場合を最初に考え
る. f(z)のZp既約因数 g(z), h(z), · · ·には共通根はない事に注意する.102 g(z)が i次, h(z)
が j次, · · ·で i+ j+ · · · = nだとしよう. Zp既約な i次多項式 g(z)を 1次因数に分解するに
はGF(pi)の拡大体である有限体,即ち piの何乗かを位数を持つGF((pi)l) = GF(pil), l >= 1

に限られる,を取ればよい. 同様に h(z)はGF(pj)を含む有限体GF(pjl′), l′ >= 1,で 1次因
数に分解される. だから n次でZp可約だが square-freeな特性多項式 f(z)はGF(pN), N
は既約因数の次数 i, j, · · ·の最小公倍数,で完全に 1次因数に分解される. 有限体GF(pn)と

102以前の議論, 任意の有限体 F を係数とする既約多項式 g(z)が根 α を F の拡大体 K に持てば, g(z) は
αを根とする F 係数多項式の中で最小次数 (α の F 係数最小多項式)であり, 同じ F 係数の多項式 h(z)も
α を根とするなら g(z) は h(z)を F 係数で割り切る事を思い出そう; 実際 g(z)で h(z)を F 係数で割って
h(z) = q(z)g(z) + r(z)として r(α) = 0だから, g(z)より低次の余り r(z)は定数 0以外あり得ない. h(z)も F
既約なら, h(z)は g(z)と同次数で商 q(z)は定数でなければならない. 故に任意有限体係数の 2つの既約多項
式は互いに他の F 定数倍であるか,或いは共通根は全くなく互いに素であるか,の 2者択一である.
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は一般に異なるGF(pN)がこの場合線形漸化式 (5.1)の解析の舞台である. しかしこの中で
の f(z)の単根 {a1, a2, · · · , an}によって線形漸化式 (1)の任意の初期条件に対する解が (5.3)
の形に表されることは第 5章の始めに 0ではないVandermonde行列式を用いて議論した
通りで,解系列の周期もこの構造から容易に透視される. i次既約因数 g(z)に属する根の位
数 (Zp既約多項式 g(z)の指数)h′は乗法群GF(pi)− {0}の位数 pi − 1の約数, j次の h(z)の
根の位数 h

′′
は pj − 1の約数, · · · である. だから線形漸化式 (5.3)の形の解の周期は初期条

件が g(z)の根だけで表せるなら h′であり,例えば g(z)の根と h(z)の根の両方が必要なら
h′と h

′′
の最小公倍数になる. square-freeなZp既約因数の積である特性多項式の場合可能

な最大周期は,全既約因数の指数の最小公倍数Lである. 勿論この最大周期を実現する初期
条件,線形漸化式 (5.1)の出発 n連 x0, x1, · · · , xn−1,を選ぶのは実際手続きとしては簡単では
ないし,またたとえそれが可能でも周期 LはGF(pn)上のＭ系列の場合には及ばない:

L <= (pi − 1)(pj − 1) · · · < pi+j+··· − 1 = pn − 1.

乱数生成方式としては,だから,初期条件選択に依らずこの最大周期を得るために, (B1)の
形の特性多項式を持つ線形漸化式ではなく n次Ｍ系列を選ばなければならない.
　Zp上の線形漸化式の数理構造の一般論は f(z)が squre-freeでなく重根を持つ場合で完
成する. 既に記した様に,この場合を解剖するには有限体とその中での特性根の議論ばかり
ではなくより広い代数系である「環」,具体的にはZp係数の 1変数の多項式の四則演算の
考察,と共に,それに基づく特殊な技法が要求される. 一様乱数の実用構造としてはＭ系列
法がやはり最も将来有望と見えるから,乱数問題のためだけならこの技法にこれ以上は立
ち入らなくてもよいとも思われるが,多くの応用分野で「環」は重要である. 今までに得た
知識からはもはや困難は少なく,行われる議論の底の構造も多く見える. だから第 7章の議
論の反芻消化も兼ねて,以下簡単な演習問題で「多項式」を用いる方法の必要,新しい考え,
展望を得て,環の広い応用分野への我々の可能性を開いておこう.
　具体的にZ3上の 4次特性多項式

f(z) = (z − 1)4 = z4 − 4z3 + 6z2 − 4z + 1 ≡ z4 − z3 − z + 1 (mod 3) (B2)

を例に取る. 特性方程式 f(z) = 0, z4 = z3 + z − 1が表すZ3上の 4次線形漸化式は
xk ≡ xk−1 + xk−3 − xk−4 (mod 3) (B3)

である. これは xk−4について逆に解く事もできて,明らかに線形漸化式 (B3)は逆行可能で
ある. 初期条件の 4連 {x0, x1, x2, x3}が 0ばかりの 0連なら以後もすべて 0になり,逆行系
列も同様だから, 0連以外の 4連を任意に与えれば (B3)は以後のすべての k >= 4に対して
xkを一意に決定し 0連は決して出現せず,同じ 4連が出て系列は繰り返す. Z3上での 4連
の総数は 0連を除いて 34 − 1 = 80と有限だから, (B3)の解系列は必ず周期を持ち,その原
理的最大周期はＭ系列の場合のこの 80である.103 勿論 (B2)の特性多項式 f(z)は既約では
なく,この最大周期は実現しない. 周期は次の方法で見出される.
　符号理論で符号それぞれを「多項式符号」と対応させて,或いは「表現」して考えた様
に,まず (B3)の線形漸化式の解 {xk| k = 0, 1, 2, · · ·}に伴われる母関数G(z)を導入する:

G(z) := x0 + x1z + x2z
2 + · · · + xkz

k + · · · .

103逆に (B3)の解系列の周期がある初期条件に対して 80なら,実際それは Z3 Ｍ系列, f(z)は 4次原始的で
ある事も Lemma 6.2.(b)で見られている.



165

上に述べた通り,どの様に初期条件を取っても解系列 {xk}は必ず有限の周期 T <= 80を持
ち, xT+k = xkが成り立つから, G(z)は実際は次の形になる:

G(z) =
∞∑

j=0

T−1∑
k=0

xjT+kz
jT+k =

∞∑
j=0

(zT )jR(z) =
R(z)

1 − zT
, R(z) :=

T−1∑
k=0

xkz
k. (B4)

ここではわかりやすいように xkは 0 <= xk <= p− 1 = 2の整数, zは複素数で |z| < 1だと
仮定してG(z)やR(z)を頭の中で複素関数に固定した.104 次の計算が成り立つ:105

f(z)G(z) = (z4 − z3 − z + 1)(x0 + x1z + x2z
2 + · · ·+ xkz

k + · · ·)
= x0 + x1z + x2z

2 + x3z
3 + x4z

4 + · · ·
−x0z − x1z

2 − x2z
3 − x3z

4 + · · ·
−x0z

3 − x1z
4 + · · ·

+ x0z
4 + · · ·

= Q(z) +
∞∑

k=4

zk(xk − xk−1 − xk−3 + xk−4).

ここでQ(z)は次で定義される:
Q(z) = x0 + (x1 − x0)z + (x2 − x1)z

2 + (x3 − x2 − x0)z
3. (B5)

f(z)G(z)の右辺でQ(z)以外の和の項は {xk}が漸化式 (6)の解だから消えて:106

f(z)G(z) = Q(z) + 3S(z). (B6)

　これに (B4)の関係を用いよう. 両辺に 1 − zT を掛ければ,

f(z)R(z) = (1 − zT ){Q(z) + 3S(z)}.
即ち (B3)の解の周期 T は任意の |z| < 1に対して次の恒等式を満たさなければならない:

(z − 1)4R(z) = (1 − zT ){Q(z) + 3S(s)}, R(z) :=
T−1∑
k=0

xkz
k,

Q(z) =
{
x0 + (x1 − x0)z + (x2 − x1)z

2 + (x3 − x2 − x0)z
3
}
.

　係数を法 3で考える問題ではこれは

(zT − 1)Q(z) = −f(z)R(z) = −(z − 1)4R(z) (mod 3) (B7)

である. この恒等式には T を与える大変精妙な構造がある. 具体的な問題にして考えよう.

問題 B.1.(1)初期条件 x0 = 1, x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1を選ぶ. これに対する線形漸化式

104本来は G(z)や R(z)を「Z3係数の形式的羃級数」と考える方が便利である. 脚注107参照.
105この演習問題には少し工夫があって g(z) := z4f(1/z) = f(z)が成り立つ様に作られている. 一般には

g(z) �= f(z)であり,下の式では g(z)G(z)を計算しなくてはならない. 本文の p.122を参照.
106G(z)の中で我々は zを絶対値が 1より小さい複素数と取り,その「係数xkは法 3の数ではなく 0 <= xk <= 2
の整数」と考えたから,本当は xk − xk−1 − xk−2 + xk−4 は一般には整数 0ではなく k毎に決まったある 3の
倍数 3ckだとしなければならない. 但し xk は法 3で周期的だから {ck}も周期的で絶対値はある定数で上限を
押さえられ, f(z)G(z) = Q(z) + 3S(z), S(z) =

∞∑
k=4

ckzk. S(z)は |z| < 1で収束が保証された整数係数冪級数

である. 以下必要な zの各冪の係数の法 3での計算ではこの付加項の全体 3S(z)は全く影響を与えないのでそ
の存在は無視してよいが以下少しの間記す. Z3係数形式的冪級数の見方はこの煩雑な考察を不要にする.
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xk ≡ xk−1 + xk−3 − xk−4 (mod 3) (B3)

の解系列を下に計算し,すべての k = 0, 1, 2, · · ·に対して xk+T = xkとなる最小の正の T ,す
なわち周期 T を求めなさい.

(解)
k | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

xk | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

故に周期 T = 1である. (問題 B.1.(1)終り)

　線形漸化式 (B3)の解系列が未知,従って周期 T とR(z)が不明であっても,出発 4連
x0 = 1, x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1はQ(z)を決定する:

Q(z) = x0 + (x1 − x0)z + (x2 − x1)z
2 + (x3 − x2 − x0)z

3 = 1 − z3.

故に (B7)の恒等式は次の形を取る:

(zT − 1)Q(z) = (zT − 1)(1 − z3) = −(z − 1)4R(z) (mod 3).

法 3では (z − 1)3 = z3 − 3z2 + 3z − 1 ≡ z3 − 1である事に注意しよう. そうすると法 3での
両辺の共通因数Q(z) = −(z − 1)3を除いて,我々は次の恒等式を得る:

zT − 1 = f1(z)R(z) (mod 3), f1(z) := z − 1 =
−f(z)

GCD(f (z), Q(z))
.

これは f1(z) = z − 1が zT − 1の法 3での因数であることを意味する. 即ち

zT − 1 = f1(z)R(z), zT = 1 + f1(z)R(z). (B8)

　これが大きな一般的構造の一端である. 文字 zのZ3係数の多項式の全体Z3[z]を考え,
これらの多項式の間に「法 (p, f1(z))で等しい」という関係を

係数の p = 3の倍数の違い, 2つの多項式の間の定
まった (法)多項式 f1(z)の倍数の違いは無視して

定める. 即ち任意の u(z), v(z), f1(z) ∈ Zp[z]に対しある a(z) ∈ Zp[z]が存在し,係数を法 p

で同定するとき u(z) ≡ v(z) + a(z)f1(z)が成り立つ事を u(z) ≡ v(z) (mod p, f1(z))と定
義する. この言葉では上の (B8)式は次を意味する:

zT ≡ 1 (mod p, f1(z)), p = 3, f1(z) := z − 1 =
−f(z)

GCD(f (z), Q(z))
. (B8’)

Lemma. 任意に与えられた法 pと法多項式 f1(z) ∈ Zp[z]に対して za ≡ 1 (mod p, f1(z))

となる正または 0の整数 aの全体をBとする. Bの正の最小のもの (があるとしてそれ)を
P とすれば, Bは P の倍数の全体と等しい:

B = {a ∈ Z| a >= 0, za ≡ 1 (mod p, f1(z))} = {kP | k = 0, 1, 2, · · ·}.
(証明)任意の a ∈ Bを取り, Bの中の正で最小のもの P で割って a = qP + r, q, rは整数の
商と余り 0 <= r < P とする. a, P ∈ Bから za ≡ 1 + s(z)f1(z) ≡ 1, zP ≡ 1 + S(z)f1(z) ≡ 1

(mod p, f1(z))がある s(z), S(z) ∈ Zp[z]について成り立ち,

1 ≡ za = zqP+r = (zP )qzr ≡ zr (mod p, f1(z)).

故に r ∈ BだがBの正の最小のものが P なのだからそれより小さい r = 0でなければなら
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ない. 即ちBの任意の数 aは P で割り切れる. 逆に P の任意の倍数 kP がBに入っている
事は zkP = (zP )k ≡ 1k = 1 (mod p, f1(z))から明らか. ■

　こうして非常に一般に,条件 (B8’)即ち (B8)を満たす T には正で最小のものがあり,他の
ものはその倍数になっている事が知られた. 数学定理は頭に入りにくい. 例で確かめよう.

問題 B.1.(2)実際に初期条件 x0 = 1, x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1と T = 1とを (B8)に入れて,
T = 1はこの初期条件に対して恒等式 (B8)を満たす事を確かめなさい. また,すべての
T = 2, 3, · · ·に対しても恒等式 (11)が成り立つ事を示しなさい.

(証明) T = 1としてR(z) = x0z
0 = 1. 故に f1(z) = z − 1から

zT − 1 = z − 1 = f1(z)R(z).

確かに (11)は T = 1で成り立つ恒等式である. 任意の正の整数 T を考えると,今の場合すべ
ての xk = 1だからR(z) = 1 + z + z2 + · · · + zT−1であり,

zT − 1 = (z − 1)(zT−1 + zT−2 + · · ·+ z + 1) = f1(z)R(z).

再び確かに,恒等式 (B8)はすべての正の整数 T でも成り立っている. ■

問題B.2.(1)今度は初期条件 x0 = 1, x1 = 0, x2 = 0, x3 = 1を選ぶ. この初期条件に対する線
形漸化式 (B3), xk ≡ xk−1 + xk−3 − xk−4 (mod 3),の解系列を下に計算しなさい:

(解)
k | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

xk | 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

故に周期 T = 3. (問題 B.2.(1)終り)

問題b.2.(2)上で T は線形漸化式 (B3)の解系列から得られた. しかしこの解系列の知識を仮
定せず,周期 T とR(z)が不明の場合でも,出発 4連はQ(z) = 1 − zの形を与え, (B7)が
(zT − 1)(1 − z) = −(z − 1)4R(z)でなければならないこと,即ち次の形の恒等式になる事を
我々に知らせる:

zT − 1 = f1(z)R(z) (mod 3), f1(z) :=
−f(z)

GCD(f (z), Q(z))
= (z − 1)3.

これは f1(z) = (z − 1)3 ≡ z3 − 1 (mod 3)が zT − 1を法 3で割り切る (当然 T >= 3であ
る)事を意味し, T が満たすべき次の (必要)条件を与える:

zT = 1 + (z − 1)3R(z) ≡ 1 (mod 3, f1(z)). (B9)

T = 3が実際に (B9)を満たす事を初期条件 x0 = 1, x1 = 0, x2 = 0, x3 = 1と T = 3とを
(B9)に入れて確かめ,さらに 3のすべての倍数も (B9)を満たす事を直接示しなさい.

(証明) T = 3だからR(z) = 1 + 0z + 0z2 = 1. 故に

(z − 1)3R(z) = (z − 1)3 = z3 − 3z2 + 3z − 1 ≡ z3 − 1,

従って T = 3は恒等式 (12)を満たす. 3の倍数の例えば T = 3jの場合

R(z) = 1z0 + 1z3 + 1z3·2 + 1z3·3 + · · · + 1z3(j−1) = 1 + (z3)1 + · · ·+ (z3)j−1,

(z − 1)3R(z) ≡ (z3 − 1)
{
1 + (z3)1 + (z3)2 + · · ·+ (z3)j−1

}
= (z3)j − 1 = z3j − 1.



168

故に 3の倍数である T = 3j, j = 1, 2, 3, · · ·はすべて,恒等式 (12)を確かに満たす. ■

問題B.3.(1)初期条件 x0 = 1, x1 = −1 ≡ 2, x2 = 1, x3 = −1 ≡ 2 (mod 3)を取る. 線形漸化
式 (B3)の解系列が未知,従って周期 T とR(z)が不明であっても,出発 4連から

Q(z) = x0 + (x1 − x0)z + (x2 − x1)z
2 + (x3 − x2 − x0)z

3 ≡ 1 + z − z2

であり, (B7)の恒等式が次の形になる事はわかる:

(z − 1)4R(z) = (1 − zT )(1 + z − z2) (mod 3). (B10)

法 3で z − 1は 1 + z − z2 ≡ 2z2 − 2z + 1を割り切らない (因数定理). だから (B10)左辺の

(z − 1)4 = z4 − 4z3 + 6z2 − 4z + 1 ≡ z4 − z3 − z + 1 (mod 3)

は法 3で 1 − zT を割り切る, T はそういう正の整数で

zT ≡ 1 (mod p, f1(z)), p = 3, f1(z) =
−f(z)

GCD(f (z), Q(z))
= −f(z)

が成り立たなければならない. T = 4, 5, · · ·として試してもよいが,有限体での多項式の根
を含む数の計算と同様な f1(z) = −z4 + 4z3 − 6z2 + 4z − 1 ≡ −z4 + z3 + z − 1 ≡ 0の規則
で見た zの羃乗計算なのだから,

z4 ≡ z3 + z − 1

の規則で z4を 3次以下の z3 + z − 1にいつも置き換えて z5, z6, z7, · · ·を計算し,初めて
zT ≡ 1になる T を求めてもよい. これを行い,正で最小の T を求めなさい.

(解) z5 = z · z4 = z(z3 + z − 1) = z4 + z2 − z = (z3 + z − 1) + z2 − z = z3 + z2 − 1,

z6 = (z3 + z − 1) + z3 − z ≡ −z3 − 1,

z7 = −(z3 + z − 1) − z = −z3 + z + 1,

z8 = −(z3 + z − 1) + z2 + z = −z3 + z2 + 1,

z9 = −(z3 + z − 1) + z3 + z = 1.

故に正で最小の T は 9である. (問題 B.3.(1)終り)

問題 B.3.(2)上の問 (1)で求めた T は我々の提示した議論では周期の必要条件を満たしてい
るに過ぎないが,この計算結果の T の正の最小値が必ず線形漸化式 (B3)の解の周期である
事は示される.107 実際に初期条件 x0 = 1, x1 = −1 ≡ 2, x2 = 1, x3 = −1 ≡ 2 (mod 3)から
解系列を計算し,周期が (1)で求めた正最小の T で与えられることを確認しなさい.

(証明)
k | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

xk | 1 −1 1 −1 0 −1 0 1 0 1 −1 1 −1

確かに周期 T = 9である. ■

107一般に任意の整数m > 0を取り,特性多項式 f(z)から初期条件で定まる Q(z)との法mでの共通因数を
除いた f1(z) = −f (z)/{GCD(f(z), Q(z))}も法として, zT ≡ 1 (mod m, f1(z))となる最小の T > 0が法m
での (B3)の解の周期である. 十分性も含めた証明はさらに幾つかの準備を要するので pp.118-126の法m = pr

での一般の議論を参照.
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付録C.整数行列の単因子
C1. 行列の基本変形

　行列の行或いは列の交換はその行列に別の行列を掛けることによって実現できる. 3 × 3

行列

S23 :=




1 0 0

0 0 1

0 1 0


 , A =



a b c

d e f

g h i


 ,

を考える. S23をAに掛ける効果は次の計算で知られる:

S23A =




1 0 0

0 0 1

0 1 0





a b c

d e f

g h i


 =



a b c

g h i

d e f


 ,

AS23 =



a b c

d e f

g h i






1 0 0

0 0 1

0 1 0


 =



a c b

d f e

g i h


 .

　一般に n× n行列 Skl = Slk ( k �= l )は n× n単位行列Eで第 k行と第 l行 (第 k列と第 l

列でもよい)を交換したものとする. 上の 3× 3行列の結果から,任意の n× n行列Aに対す
る Sklの行列積の効果の記述として次が成り立つ事は明らかである:

SklAは行列Aの第 k行と第 l行を交換した行列であり,

行列ASklは行列Aの第 k列と第 l列を交換した行列であって,

行列式 |Skl |は |E|の 2行,或いは 2列を交換した行列式で−1である.

　行列 T2(α) :=




1 0 0

0 α 0

0 0 1


とA =



a b c

d e f

g h i


の次の積も計算をしよう:

T2(α)A =




1 0 0

0 α 0

0 0 1





a b c

d e f

g h i


 =




a b c

αd αe αf

g h i


,

AT2(α) =



a b c

d e f

g h i






1 0 0

0 α 0

0 0 1


 =



a αb c

d αe f

g αh i


 .

一般に n× n単位行列Eの第 k対角成分を αとした Tk(α)を n× n行列Aに作用すると,

行列 Tk(α)Aは行列Aの第 k行を α倍した行列であり,

行列ATk(α)は行列Aの第 k列 α倍した行列であって,

行列式 |Tk(α)| = αである.

　行列のある列を ξ倍して他の列に加える操作も 3 × 3行列の例で考えよう. 行列 U13( ξ )
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:=




1 0 ξ

0 1 0

0 0 1


, U31( ξ ) :=




1 0 0

0 1 0

ξ 0 1


 = tU13( ξ )とA =



a b c

d e f

g h i


の積は:

AU13( ξ ) =



a b c

d e f

g h i






1 0 ξ

0 1 0

0 0 1


 =



a b a ξ + c

d e d ξ + f

g h g ξ + i


,

U31( ξ )A =




1 0 0

0 1 0

ξ 0 1





a b c

d e f

g h i


 =




a b c

d e f

g + ξa h+ ξb i+ ξc


.

一般に行列 Ukl( ξ ) ( k �= l )は n× n単位行列Eの非対角成分である第 ( k, l )成分 0を ξに
置き換えたものとする. n× n行列Aとの積について,次が成り立つ:

行列AUkl( ξ )はAの第 k列の ξ倍を第 l列に加えた行列,

行列 Ulk( ξ )AはAの第 k行の ξ倍を第 l行に加えた行列で,

行列式 |Ukl( ξ )| = |Ulk( ξ )| = 1である.

　まとめると, 1つの n× n行列Aの「行基本変形」は

(a) 2つの行 k, lを交換する事は正則行列 Sklで SklAを作って,

(b) k行を定数 α �= 0倍する事は正則行列 Tk(α)で Tk(α)Aを作って,

(c) k行の定数 ξ倍を l行に加える事は Ulk(ξ)Aで,

それぞれ実現される. 行列Aの列の基本変形についも同様で:

(a) k, l列を交換する事は正則行列 SklでASklを作って,

(b) k列を定数 α �= 0倍する事は正則行列 Tk(α)でATk(α)を作って,

(c) k列の定数 ξ倍を l列に加える事はAUkl(ξ)で

それぞれ実現される.

　行の基本変形の繰り返しは行列Aの左に次々に正則行列を掛けて実現されるから全体結
果はある正則行列Xとの積XA (|X | �= 0)である. 同様に列の基本変形の繰り返しは行列A

の右に次々に正則行列を掛ける事で,やはり結果はある正則行列 Y との積AY (|Y | �= 0)と
等価である. この簡明な結論から次の構造がわかる:

(1)行の相続く基本変形とその逆順とは一般に結果が異なる: XX ′A �= X ′XA.

(2)相続く列変形についても同様である.

(3)しかし行変形と列変形とは可換である: (XA)Y = X(AY )(結合法則).

C2. 整数基本変形による整数行列の対角化

　実数或いは複素数成分の行列の基本変形を考えよう. 上の通り基本変形は行列Aに「正
則行列」を掛けて実現され,逆行列を掛けて必ず元へ戻す事ができる. 勿論この「可逆性」
は基本変形操作を直接それぞれ考えても明らかではある. この場合行や列の基本変形で行
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列を上 3角形或いは対角形にできる事は連立 1次方程式のガウスの消去法を想起すれば明
らかである. 基本変形は行や列ベクトルの独立性を変えないので,この対角変形によって行
列のランクは容易に得られた.
　伏見-手塚の定理はZp整数行列のランク計算を求めた. Zpは体でその 0ではない数はす
べて逆数を持つから,実数上と同様に消去法の手続きは遂行可能で,基本変形による対角化
がこの目的に大変有用であることも経験された.
　この実用を少し離れて,ここでは「法 pを取らない単なる整数基本変形のうち,同様な整
数基本変形で元へ戻せるものだけを用いて行列を対角化できるか」という問題を考える.
答えは「可能」であり,興味はその対角形の特徴付けにある. 基本変形のうち行,列の交換
は繰り返しによって数体系によらず自明に元へ戻せる. ある行の整数 ξ倍を他の行に加え
ることも同じ行の−ξ倍を他の同じ行に加える事で相殺できて同様である. ただある行或い
は列の α倍は,これを整数 (の加減乗法)だけを用いた基本操作で元へ戻す事は α = ±1の場
合しか可能ではない. だからここで扱う問題は

(a)行或いは列の交換

(b’)行或いは列の符号を変える

(c’)行 (或いは列)の任意整数倍を他の行 (或いは列)に加える

だけで行列を対角化できるか,そしてその対角形はどのようになるか,である. 次の定理が
結論を与え,その証明は実際に整数行列の対角化を行う具体的な手続きを明示している:

定理 C.1. 整数成分の行列Aは,整数の範囲で可逆な基本変形XAY で108対角形

XAY =




a1 0 0 · · · 0 0 · · · 0

0 a2 0 · · · 0 0 · · · 0

0 0 a3 · · · 0 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · ar 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0 0 · · · 0




, 0 <= a1 <= a2 <= · · · <= ar,

に変形される. ここで r = rankAは行列Aのランクであり, 0でない対角成分はすべて正の
整数で整除関係 a1 | a2, a2 | a3, · · · , ar−1 | arが成り立つ. 因子 a1, a2, · · · , arは行列Aの単因
子 proper divisorと呼ばれる.

(証明)行列A = ( aij )の整数成分で 0でないものの絶対値最小のものは必ずあるから,それ
を含む行或いは列を±1倍してプラスに変え,行や列の第 1行,第 1列との交換で (1, 1)成分
に持ってきて a11とする. もし第 1列が 0ばかりではないなら,この a11で第 1列の数 a21,
a31, · · ·, an1を整数の範囲で割り算して余りを a21

′, a31
′, · · · , an1

′と置く. 割り算の等式から

108正則行列 X とその逆行列 X−1 とは XX−1 = E を満たし, |XX−1| = |X ||X−1| = 1 となるのだから
|X−1| = 1/|X |でなければならない. 故に X−1 が整数行列であるためには |X | = ±1である事が必要である.
|X | = ±1が整数行列 X の整数成分逆行列 X−1の存在のために十分でもある事は公式X−1 = (余因子/|X |)
から明らか. 行列式 |X | = ±1の行列はユニモジュラーと呼ばれる. ここでの問題は整数成分のユニモジュラー
行列X, Y による整数成分行列 Aの変形XAY で得られる標準形は何か,という事になる.
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ai1 = a11q + ai1
′, qは商, 0 <= ai1

′ < a11,

だから,第 1行の整数 q倍を第 i行から引く基本変形を第 2 –n行のすべてに行う. 新しい第
1列は「a11以外皆 0」か,或いは 0でないものがあってもそれらは皆正で必ず a11より小さ
くなる. この変形の上で全く同様な列の基本変形を行い,第 1行成分をすべて a11で割り算
した余り, a11以外すべて 0か或いは a11より小さい正の数か,にする. この後再び行列全体
を見渡す. a11より小さい最小絶対値の成分があれば,109 それをはじめの様に正に変えて
(1, 1)へ移送し,再度第 1列,第 1行を新しい小さい a11で割った余りに変える. この操作は
a11を毎回必ず 1以上減らし,第 1列と第 1行が a11以外すべて 0でなければ続くから,必ず
有限回で a11以外の第 1列,第 1行成分は 0になって終る. 結果は次の形である:

A =




a1 0 0 · · · 0

0 a22 a23 · · · a2n

0 a32 a33 · · · a3n

· · · · · · · · · · · ·
0 an2 an3 · · · ann



. (C1)

仮にここで第 2行,第 2列以下に 0ではなくしかも a1で割り切れないものが残っていて,例
えばそれが aijだとすると aij = a1q + r, 0 < r < a1と置く事ができるから,第 1行に qを
掛けて第 i行に加え,それで作られた第 1列を第 j列から引いて, aij

′ = rと変えられる. 再
びこの rを (1, 1)成分に移してさらに a1を 1以上小さくできる. だからこれも必ず有限回の
後に a1が残るすべての行列成分を割り切る様になって終る. この後は残る第 2行第 2列以
下の中の絶対値最小の成分を (2, 2)へ移して同じ手続きを繰り返せばよい. すべて a1で割
り切れるものの加減乗法で作っていくのだから,以後のどのような操作を経てもこの第 2行
以下,第 2列以下の成分は a1の倍数であり続ける. ■

　構造や概念の重要性は措いてZpでのランク計算の実際から言うと始めから法 pで考え
る方が大きい整数が出ず計算は楽だが,議論を消化するためにも次の例を上の証明方法で
対角化して textの問題 6.10.と比べよう.

問題 C.2. Z上の行列B =




1 1 1 0

0 −2 3 5

1 3 −1 2

2 −2 1 −1


の単因子を求めなさい.

(解)行や列の±1倍,符号変化,しか使わない事に注意して整数で基本変形すればよい:

B →




1 1 1 0

0 −2 3 5

0 2 −2 2

0 −4 −1 −1


→




1 0 0 0

0 5 3 −2

0 2 −2 2

0 −1 −1 −4


→




1 0 0 0

0 −1 −1 −4

0 2 −2 2

0 5 3 −2




→




1 0 0 0

0 −1 −1 −4

0 0 −4 −6

0 0 −2 −22


→




1 0 0 0

0 −1 −1 −4

0 0 −2 −22

0 0 −4 −6


→




1 0 0 0

0 −1 −1 −4

0 0 −2 −22

0 0 0 38




109第 1行或いは第 1列に a11以外に 0ではないものが残っている限り,これは必ず存在する.
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→




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 38


.

この結果は問題 6.10.と本質的に同じである. また基本変形はXBY ともとの行列Bに左右
から行列式±1の行列X, Y を掛けて実現されるのだから,結果の対角行列式 2 × 38 =

76 = ±|B|であり,実際 |B| = −76である事は容易に見られる. (問題 C.2.終り)

　もっと一般化して言えば,単因子を求める変形でもとの行列式の絶対値が変わらないのと
同様に,もとの行列の k次の 0ではない任意の小行列式の最大公約数は変わらない. 実際,

(a)行や列の交換は各小行列式を±1倍するだけ,

(b)行や列の α = ±1倍も同じ

であり,小行列式全体の最大公約数 gkは変らない. 残る基本操作 (c),ある行或いは列の ξ倍
を他の行或いは列に加える,は一般に個々の小行列式を変えるが,その変え方は k次の小行
列式をそれと他の k次の小行列式の整数倍との和或いは差に置き換えるだけのものだから,
(c)操作後の k次小行列式の全体の最大公約数 gk

′はもとの小行列式全体の最大公約数 gkで
割り切れる. これらの操作の逆を考えれば同じ理由で gkも gk

′で割り切れて gk
′ = gkでなけ

ればならない.
　この様に k次小行列式の全体の最大公約数 gkは単因子に分解された行列の gk

′に等しい.
これは a1から順に見て次を意味する:

定理 C.3. 整数行列Aの単因子 a1, a2, · · · , ar > 0は関係

k次小行列式の最大公約数 gk = a1a2 · · ·ak ( k <= r )

を満たして a1から a2, a3, · · · の順に一通りに定まる. 故にこれら単因子は一意である.110

　整数行列の単因子の考え方は様々に,特に任意の主イデアル整域の元を成分とする行列,
例えば体を係数とする文字 zの式を成分とする行列,の可逆行列による対角化,に一般化さ
れ,一般化それぞれに応じて様々な応用を持つ. 我々の興味で言うと,有限アーベル群を一
般にした「有限生成アーベル群」の構造は単因子を考えて深く見通される. これについて
は例えば,近藤 20),但し単因子を使わない議論としては酒井 63),等を参照.

110整数行列X の任意の行或いは列の成分の最大公約数は行列式 |X |の因数になる. だからX がユニモジュ
ラーならそのすべての行,列の成分は互いに素で最大公約数は 1でなければならない. α = ±1の Tk(α)も含
めて,整数上の可逆な基本変形は皆この様なユニモジュラー行列で実現され,この構造による変形が Aのすべ
ての小行列式の最大公約数を保存するのだと考えてもよい.　ファンデルヴェルデン/銀林浩訳「現代代数学
3」(東京図書) pp.147-158,高木貞治「(改訂)代数学講義」(岩波書店) pp.405–407を参照.
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